Variacios elvek a klasszikus és a kvantumfizikdban

A klasszikus fizika variacios elvei

Az irds L. része a klasszikus mechanika legkisebb hatas (Hamilton-) elvét és egyszerd alkalmazasat mutatta bell
Az elv id6vel a klasszikus fizika mas teriiletein (az elektrodinamikiban, a relativisztikus mechanikiban, a térelméle-
tekben) is alkalmazasra talalt, az S hatasfiiggvényben szerepl6 Lagrange-fliggvény természetesen az adott témakornek
megfelel§ dinamikai valtozokbol (példaul elektromos és méagneses térerdsségekbdl) épiil fel. A hataselvek eréssége, hogy
a fizikai probléma megoldasanak utjat ,egyetlen sorban”, az S hatasfiiggvény felirasaval kijelolik. Az elmélet (variacio-
szamitast alkalmazo) részletes kifejtése ezutdn megadja azokat az Gsszefiiggéseket az z; koordinatak és a v; sebességek
kozott, melyek biztositjak az
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fiiggvény stacionarius értékét. Ezek az egyenletek (melyek a mechanikidban a newtoni fizika egyenletei) mar meghaté-
rozzék a keresett x;(t) fliggvényeket.

De legkisebb hatast, legrovidebb utat vagy id6t koveteld intuitiv variacios elvek méar Fuler (1744) és Lagrange
(1760) variacioszamitasa elott is voltak. A siktiikkron valo visszaver6dés torvényét példaul Alexandriai Héron (i.sz.
10-75) példaul a ,legrovidebb ut” elvével indokolta [1].
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1. dbra. A Fermat-féle legrovidebb id6 elvébol kovetkezik
a fénytorés Snellius-Descartes-torvénye
(a részleteket lasd a cikk szovegében)

A legrovidebb idé elve

A modern kor els variacios elve, melyrsl a tovabbiakban részletesebben lesz sz6, P. Fermat (1601-1665) francia
matematikustol szarmazik, akinek meggy&z6dése volt, hogy ,a természet mindig a legrovidebb és legegyszeribb utakat
vdlasztja”. Utakon itt dltalanosan ,utak-médok” értenddk, de a fényterjedés esetén Fermat valodi atra gondolt, amikor
1662-ben kimondta: ,A fénysugdr azt az utat vdlasztja, melynek befutdsihoz a legrovidebd iddre van sziksége.”

Az 1. dbrdan lathato elrendezésben a fény egy ,optikailag ritka” kozeg A pontjabol ¢ sebességgel terjedve egy
,optikailag stiribb” kbézegbe hatol, ahol a sebessége ca < ¢1, igy jut el a B pontba. A Fermat-elv szerint a hatarfeliilet
C pontjanak helyzetét (és ezzel az o beesési szoget, valamint a [ torési szoget) az hatarozza meg, hogy az AB uton
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id6 minden més uthoz tartozo id6hoz képest a legrovidebb (2. dbra). Fermat megmutatta, hogy C' ilyen valasztasakor
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Osszefiiggés, ami éppen a Snellius—Descartes-torvény, és ezzel megadta ennek a torvénynek elsé — fizikailag helyes —
magyarazatat [1].

1Megjelent a KéMaL 2018. évi novemberi szaméban.
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2. dbra. A fény terjedési ideje a hatarfeliileten 1évs fénytorési pont helyzetének fiiggvényében

Megforditva, a Snellius—Descartes-torvénybdl kovetkezik, hogy a t id6 a C' pont helyzetének fiiggvényében stacio-
ndrius (ahogy minimum esetén lennie kell). Ez azt jelenti, hogy egy AC B-hez nagyon koézeli ADB taton a nagyon kicsi
CD tavolsag els6 rendjében (els6 hatvanyaval ardnyos mértékben) a t id6 nem valtozik. Az ED szakasz ugyan ED/cq
tobbletidst igényel, de a C'F ut kihagyasaval nyert C'F/co id6 ezt éppen kompenzalja. Valoban, az 1. abran lathatoan
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ezt co/c1-gyel szorozva a Snellius—Descartes-torvénybsl ED /¢y = CF/cq kovetkezik. (Megfontolasunk soran kihasznal-
tuk, hogy kicsiny CD esetén AC ~ AFE és BF ~ BD. A kozelités CD magasabb hatvanyainak elhanyagolasa mellett

jogos.)
Ha a fény c sebessége utszakaszonként valtozik, a teljes ut befutasdhoz sziikséges
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id6, folytonosan valtozo c esetén pedig az
id6 lesz minimalis.

Miért miikodik a Fermat-elv?

A fény hullamtermészete fizikai magyarazatot ad a Fermat altal megvalaszolatlanul hagyott hogyan” kérdésre is,
arra, hogyan talalja meg a fénysugar A és B kozott a legrovidebb idére vezeté C hatarpontot. Fermat még nem
ismerhette a fényterjedés hullamelméletét, aminek els6 megfogalmazasat C. Huygens (1629-1695) holland fizikus,
matematikus és csillagasz irta le 1678-ban, és amelyet A-J. Fresnel (1788-1827) francia fizikus fejlesztett tovabb
1816-ban.

Az A-bol kiindulo6 fényhullamok (elektroméagneses rezgések) valojaban az egész hatarfeliiletre érkeznek és terjednek
tovabb B felé, de az tton eltoltott idstol fliggden kiilonb6zs rezgési fazisban (ezaltal kiilonbozé amplitadoval) jutnak
el B-be. Mivel a C ponton atmend sugar esetén a repiilés id6 stacionérius, a C' kozvetlen kornyezetéb6l B-be érkezd
hullamok fazisa (és amplitidoja) alig kiillonbozik, ezek egyméast erdsité konstruktiv interferencidja nagy amplitadot
(ezéltal nagy intenzitast) eredmeényez. Ugyanakkor a C-t6l (t6bb hullamhossznyival) tédvolabbi hatarpontokbol jové
hullamok nagyon kiilonb6z6 fazisban érkeznek B-be, kioltjdk egymast, és B-ben csak a C-fel6l jov6 fénysugar lesz
lathato.

Hataselvek a mechanikaban

A mechanikdban az els¢ minimumelvnek felfedezGje, P. L. M. Maupertuis (1698-1759) francia fizikus, matemati-
kus, filozofus a ,legkisebb hatas” nevet adta (1744). Maupertuis szerint ,ha a Természetben valami vdltozds torténik,
a felhaszndlt hatds a lehetd legkisebb marad”. Pontosabban: az anyagi pont, ha teljes energiaja megmarad, olyan péalyan
mozog, hogy (a palya egyes szakaszait As;-vel jeldlve) az mov impulzus ,hatésa”, a
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Osszeg ( / muv ds integral) értéke a lehetd legkisebb marad. A pontos bizonyitas L. Eulerre maradt, aki megmutatta,

hogy ez a feltétel valoban kijeloli a palya (példaul a Nap gravitacios terében kering6 bolygoknél az ellipszis) alakjat.
(A koordinatak idsfliggése azonban tovabbi szamitasokat igényel.)

Fermat és Maupertuis a minimumelveket intuitiv médon a természet egyszeriségre torekvésével, tehat inkdbb ,mo-
ralis”, mint fizikai érveléssel indokoltak. Fermat ezt elegendének érezte, de Maupertuis a ,8zép, egyszer” variacids



elvekben metafizikai cél megvalosulasat latta: ,Ezek taldn az egyediili torvények, melyeket a dolgok teremtdje alkotott,
azért, hogy létrehozza lathato vilagunk valamennyi jelenségét.” Ugyanakkor a kortars Lagrange a sajat ,ynodern” leg-
kisebb hatds elve és a newtoni mechanika ekvivalencidjanak tudataban a tényeknél maradt: ,Az elvet, melynek kissé
pontatlanul a Legkisebb Hatds nevet adtam, nem tekintem metafizikai principiumnak, hanem a mechanika térvényeibdl
kiovetkezd egyszerd és dltaldnos eredménynek.” (A ,pontatlanul” arra utal, hogy a hatasfiiggvény stacionérius, de nem
feltétlentl minimalis értékérdl van sz0.)

Palya helyett kvantummechanikai val6szintiség

Attérve a kvantumfizikira, a mikrorészecskék a kvantummechanika jol ismert  hatarozatlansagi relaciéja” miatt
nem jol meghatarozott palyAn mozognak, hiszen egy adott pillanatban a részecske x(t) helye csak bizonyos valoszi-
niséggel ismerheté meg. A helykoordinatéat és annak valtozasat a hullamfliggvény, a ¢ (z,t) (komplex) valoszintségi
amplitado jellemzi, és W(:E, t)‘2 adja meg annak valoszintiségét (pontosabban valoszintségi siirtiségfiiggvényét), hogy
a t id6pontban a mérés a részecskét az x helyen talalja. A részecske mozgasakor a 1(x,0) kezdeti (¢ = 0 pillanatbeli)
hullamfiiggvény t id6 alatt i (z, t)-re valtozik. A valtozas leirasahoz, tehat a ¢ hullamfiiggvény idsfiiggésének szami-
tasahoz az A(0,2'; t,x) ,id6fejleszto fiiggvényt” kell ismerniink, ez transzformaélja a 1 (z,0) hullimfiiggvénybdl a ¢
id6vel késsbbi ¢ (x,t)-t. (Az A fiiggvényben z” a kezdeti allapot egy tetsz6leges helykoordinatéja, mert ez, ahogyan
az x koordinata is, valoszintiségi valtozo.)

A hatasfiiggvény megjelenik a kvantummechanikaban

R. P. Feynman (1918-1988) Nobel-dijas amerikai fizikus 1948-ban latta meg azt a pontos Gsszefiiggést, amely a 1)
fiiggvény idébeli valtozasa és a klasszikus mechanika legkisebb hatés elve kozott fennall. Felismerte, hogy a (z,0)-
bol ¥ (z,t)-t generalo A(0,z'; ¢, ) egységnyi abszolut értékd ,,amplitadok” dsszege, melyek egyediil az Sp/h kifejezés
periodikus fiiggvényei. Itt Sp az a klasszikus mechanikai hatésfiiggvény, amely valamilyen z'-bél 2-be vezets, t ideig
tarto tetsz6leges, P-vel jelolt athoz tartozik, h pedig a kvantumfizikai hataskvantum (Planck—alland())E

Célunk eléréséhez tehat ,csak” dsszegezni kell az A(P) részamplitidokat minden elképzelhets 2’-bél z-be vezetd
(akdrmilyen hossz, kanyargos vagy tortvonala) ut tekintetbe vételével. Az sszegzends utak szdma azonban (nem meg-
szamlalhatoan) végtelen, az Osszegzés valojaban végtelen dimenzios integralas. A megoldashoz a fizikiban mindaddig
ismeretlen matematikai eljarast kellett talalni, Feynman ezért dolgozta ki sajat ,tintegralas” (méas néven palyain-
tegralas) modszerét. (A matematikusok mar korabban foglalkoztak ilyen tipusu feladatokkal, de Feynman intuitiv
formulainak szigoru matematikai megalapozasa még a legutobbi id6kben is aktualis kutatasi téma volt.)

A legkisebb hatas elve Feynman kvantummechanikajaban

Az A(0,2;z,t) fliggvényt meghatarozo dsszegben minden elképzelhetd tt, minden lehetséges ,torténet” szerepel,
de nem mindegyik ad jelent&s jarulékot. Minél nagyobb Sp/h, annél érzékenyebben valtozik az oszcillalo, periodikus
Ap(Sp/h) amplitudo Sp valtozasakor, ezért még egymashoz nagyon kozeli utakhoz tartozd amplitudok is dltalaban
nagyon kiilonbozsk (hiszen a h Planck-alland6 mar egy néhany cm-nyi utat megtevé elektronnyalab hatasfiggvényéhez
képest is nagyon kicsi), igy az interferencidjuk eredménye varhatéan nulla. Csak akkor més a helyzet, ha az Sp
hatasfiiggvények éppen a stacionarius érték kozelében vannak, mert ekkor Sp/h, és vele Ap ezeken az utakon kozelitsleg
allando, emiatt az amplitudok egymaést erdsitve interferalnak. A lényeges utak tehét éppen azok, melyeken a klasszikus
Hamilton-elvnek megfelelGen S értéke kozel stacionéarius. (Az érvelés lathatoan ugyanaz, mint a Fermat-elv esetében.)

A Hamilton-elv ily modon a kvantumfizikiban is ,mikodik”, csak itt nem az egyetlen megvalosulo tér-idé palyat
jeloli ki, hanem a 1 (z,t) hullamfiiggvény valtozasat meghatarozva valoszintiségeket ad meg. Példaul annak valdszind-
ségét, hogy az A pontbol kibocsatott részecske t idével késébb valamely B pontban éri el a detektort. Hataresetben,
a makroszkopikus méretekhez kozeledve Sp /h annyira megnovekszik, hogy konstruktivan interferald amplitudokat mar
csak olyan utak adnak, amelyek gyakorlatilag egybeesnek a klasszikus hataselv egyetlen palyajaval; ez méar dtmenet
a klasszikus mechanika teriiletére.

Feynman utintegralja természetesen csak egy a kvantummechanika médszerei kdzott, technikai eszkoz, amelyik ese-
tenként el6nydsen alkalmazhato a részecskefizika teriiletén. Ezen tul azonban a ,hagyomanyos” kvantumfizika szemléle-
tes, Gjszerd megfogalmazasa is, amelyben a legkisebb hatas elve, a koordinatak valasztésatol fiiggetlen hatasfiiggvény
stacionérius értéke ugyanolyan meghatarozé szerepd, mint Lagrange és Hamilton klasszikus mechanikijaban.

Irodalom

2A gondolatmenet a periodikusan valtozé amplitadokkal P. A. M. Dirac angol fizikus egy korabbi munkajaban mar szerepel, de ott
egy ,klasszikus hatasfliggvénnyel anal6g” F' mennyiségr6l és ennek staciondrius értékérsl van sz6. Feynman felismerése, hogy F azonos
a hatasfiiggvénnyel.



[1] Simonyi Karoly: A fizika kultirtirténete, a kezdetektol a huszadik szizad végéig (Otodik, javitott, bvitett kiadés).
Akadémiai Kiadd, Budapest 2011.
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