»Kinai étterem”
— a véletlen permutaciokrol 2.

2.2 A ,kinai étterem folyamat” (Chinese restaurant process)

Most mar ratérhetiink a cimben szereplé témankra.

Hogyan értjiik, hogy a tanulék véletlen sorrendben érkeznek? Vagy altalanosabban: hogyan modellezhetjik a ,é-
letlen permutdcickat”?

Nyilvan sokféleképpen képzelhetjiik el az elébbit, de talan még szemléletesebb, ha a ,kardcsonyi ajandékozasra”
gondolunk. Itt minden tanulé nevét bedobjak egy kalapba, jol 6sszekeverik, majd a tanuldk egyesével kihuznak egy-egy
nevet. Ha itt a sorsolas véget is érne, akkor ez egy jo modell lenne a véletlen permutéiciora. Azonban a karacsonyi
ajandékozasnal vigyazni kell arra is, hogy senki ne huzza 6nmagat. Ennyiben tehdt nekiink nem jo szemléltetés,
maradunk az eredetinél, amikor meg van engedve, hogy egyesek 6nmagukat hazzak.

Ez a modell jo, elgallit egy véletlen permutaciét — de van vele egy probléma. Ha pl. kideriil, hogy valakit még meg
akarnak hivni az osztalykaracsonyra, akkor az egész sorsolast elolrsl kell kezdeni. A modell nem ,,dinamikus”. Es persze
a ciklusok sem fognak kozvetleniil latszani. A ciklus-szerkezet és az Gjrakodolas alapjan azonban (lasd a 4. feladat
megoldasat) lehet dinamikus modellt is csinalni — ez lesz az ugynevezett ,Kinai étterem folyamat” (Chinese restaurant
process).

A tovabbiakhoz érdemes megjegyezni, hogy vélhetGen honnan a folyamat neve. Taldn onnan, hogy ugy képzeljiik:
a kinai vendéglében egy-egy asztal koriil praktikusan végtelen sokan iilhetnek, és barmely két vendég széke kozé le
lehet tenni még egy széket.

Tekintsiik egy n elemd permutacié ajrakodolt alakjat. Gondoljuk embereknek a permutécio elemeit, a szdmuk azt
jelzi, hanyadikként érkeztek a vendéglébe. Az elsé — az 1-gyel véget érd — ciklus tagjait iiltessiik az elsé asztalhoz abban
a sorrendben, ahogy a ciklusban jonnek. A mésodik — az elsé asztalhoz le nem {iiltetettek koziil a legkisebb sorszamuval
véget éré — ciklus tagjait iiltessiik a masodik asztalhoz, szintén a ciklus sorrendjében, és igy tovabb. Tegyiik fel, hogy

1
van mar egy eljarasunk, amely minden tjrakédolt permutaciot ugyanolyan (—'> valoszintiséggel allit els. Megérkezik
az 1j vendég, fogja a székét és le akar iilni valamelyik asztalhoz, vagy 0j asztalt is kezdhet. Olyan — természetesen
a véletlenen alapul6 — utasitast akarunk neki adni, amellyel elérhets, hogy minden n + 1 elemd permutécié tjrakodolt

alakja is egyenls valosziniiséggel ,valosuljon meg”. Hogy mit akarunk, azt pontosabban a koévetkezd — a kozépponti
kérdésrdl 1évén sz6 ez alkalommal szam nélkiili — feladatban fogalmazzuk meg.

Feladat. Tegyik fel, hogy az ujonnan érkezd vendégnek van egy véletlen szdm eldadllitéja. (Mondjuk egyenletes el-
oszldssal forgat korbe eqgy n+1 csicsu szabdlyos sokszoget.) Milyen valdszindséggel iljon az egyes asztalokhoz a székével,
hogy most minden n+ 1 elem ujrakodolt permutdcio ugyanolyan valdsziniiséggel alljon eld, ha azt ldtja, hogy az i-edik
asztalndl a; szdmiu ember 4l?

Megoldas. Tippelhetnénk arra, hogy valahogy tugy kell a valdszintiségeket valasztani, hogy az egyes asztalnal iil6k
szama ne nagyon térjen el egymastol. De ez nem jo tipp. Azt kell ugyanis elérniink, hogy kijelélve mondjuk a ,balra
tarts” irdnyt, az Gj vendég barmely asztalnal iil6t6l balra egyforma valdszintséggel iiljon le és ugyanilyen valészintséggel

kezdjen 1j asztalt. Ez 6sszesen n + 1 helyet jelent, tehat mindegyik helyre 1 valészintiséggel kell leiilnie. Tehéat
n

a;

az i-edik asztalhoz valoszinidséggel il le, 4j asztalt valoszintséggel kezd. (Vagyis ugy vesszik, hogy az els6

n
iires asztalnal egy hely van).

Ez a valasztas jo, ugyanis azt jelenti, hogy az n elemi véletlen permutaci6 tjrakédolt alakjanak barmely két eleme
kozé, illetve az elejére vagy a végére ugyanolyan valoszintséggel tessziik az n + 1 szdmot. Tehat ha az n elemd véletlen
permutaciok egyforma valészintiséggel alltak els, akkor valoban egyenlé valészintiséggel all el minden n + 1 elemt
permutacio is.

Ez lesz tehat a

»Kinai étterem folyamat” (KEF) Az elsd vendég leil az elsé asztalhoz. A mdsodik vendég 1/2-1/2 valdszind-

séggel il az elsd vendég mellé, vagy kezd j asztalt. Ezutan az n-edik uj vendég % valdszinidséggel il az i-edik asztalhoz,
n

1
ha ott érkezésekor a; szami ember dl, illetve — valdszindséggel kezd ij asztalt. (Az i-edik asztalndl a; helyre ilhet,
n

az tres asztalndl egy hely van.)

Belattuk, hogy ez a modell minden azonos elemszami permuticiét ugyanolyan valoszindséggel allit els. A leirt
folyamat eredménye a véletlen permutéciok egy dinamikus modellje. Dinamikus, mert az 4j ember érkezésekor nem
kell mindent el6lrsl kezdeniink, mint a karacsonyi sorsolasnél.

A KEF erejét szemlélteti az, amilyen egyszertivé valik segitségével a 3. feladat meg-oldasa (de lasd a kovetkezd
feladatok megoldasat is):



7. feladat*.!

Adjunk vdlaszt o KEF segitségével arra a kérdésre, hogy milyen valdszintséggel lesz n elem egy véletlen permutdci-
djaban két eldre kijelolt elem azonos ciklusban? (A 3. feladat ,nyelvén” megfogalmazva: Mi a valdszindsége annak, hogy
valamelyik (eldre kijelolt) mdsik helyen, példdul az elsé helyen ld tanuldnak is fel kell dllnia?)

2.3. Tovabbi kérdések a véletlen permutaciok ciklus-szerkezetérdl

Folytathatjuk is a kérdezést. Megkérdezhetjiik példaul a kovetkezdket:

Mi a valészintisége annak, hogy az elsé és a masodik helyen {il6 tanulénak is fel kell allnia? Es mi a valészintisége
annak, hogy mindkettd megussza, hogy fel kelljen allnia?

A kovetkez6 két feladat altalanossédgban veti fel ezeket a kérdéseket. Az elsére adott megoldésok mindegyike egészen
mas szemlélet alapjan kozeliti meg a feladatot. Igy Gsszehasonlithatjuk a kombinatorikus-szamolos, a csoportelméleti-
kodolos és a valdszintiségi szemléletmodot.

8. feladat. Mi a valdszinisége annak, hogy a 3. feladatban nemcsak az n-edik helyen Gldnek, hanem még s—1 (eldre
kijelolt) mdsik helyen iilé ember mindegyikének fel kell dllnia? (Ertelemszerien az n helyen lét mdr nem vdlaszthatjuk
ki.) Kissé dtfogalmazva a kérdést: Mi a valdszinisége annak, hogy dsszesen s eldre kijelolt helyrdl fel kell dllnia az ott
ilonek? Es a permutdciok nyelvén megfogalmazva: Mi a valdszintsége annak, hogy n elem egy véletlen permutdcidjaban
eldre kigelolt elem eqy ciklusban lesz?

1. megoldas szamoldssal. A kérdés megvalaszolasara alkalmazhato a 3. feladat els6 megoldasanak a gondolatme-
nete.
A szamolas attekinthetGsége érdekében a szamolast az s = 4 esetben hajtjuk végre. Megint jelolje k azt, hogy hany

ember all fel 6sszesen. Ezek koziil k—4 valaszthato szabadon az n—4 tovabbi ember koziil, ezt (Z 4) -féleképp tehetjik

meg. A k ember ismét (k — 1)!-féeleképpen alkothatja a ciklust, a marad6 n—k ember pedig barmilyen sorrendben iilhet
. k—1
a marado n — k helyen, ez egy (n — k)!-os szorzo. Osszességében ez (n — 4)!(k — 1)(k — 2)(k — 3) = 6(n — 4)!( 3 )

lehetGséget jelent, és ezt kell minden k = 4,5, ..., n-re 6sszeadni. Felhasznaljuk, hogy
>(%5)-0)
2 3 4

!
igy az Osszeg 6(n — 4)! (Z) = Tehat a keresett valoszintség 1/4. Az altalanos esetben a

4
i k—=1\ (n
— \5— 1) \s
Osszefiiggest kell hasznalni, és a keresett valoszintiség 1/s.

Megjegyzés. A 3. feladat masodik megoldasa kozvetleniil nem altalanosithaté. A harmadik megoldasbol viszont, amely
az ,jrakodolast” hasznélja, gyorsan kiolvashat6 a valasz.

2. megoldas az ,ujrakodoldis” segitségével. ElGszor tisztazzuk a kovetkez6t. Nyilvan elég azt vizsgalnunk, hogy
mi a valoszintisége annak, hogy az utolsénak érkezd tanuloval egyiitt masik s — 1, el6re kijelolt helyen iil6nek is fel
kell allnia. Az is nyilvanvalo, hogy nem valtoztat a valoszintiségen, ha ehelyett azt vizsgaljuk, hogy nem az utolso,
hanem az elsdnek érkezd — tehat az elsé helyen il — tanuld kezdi a felallast és masik, el6re kijelolt helyen il6
s — 1 tanulénak kell még felallnia. Es ez konnyen lefordithaté az ujrakodolas segitségével. A megfelelé permutacio
ujrakédolt alakjanal ugyanis ez azt jelenti, hogy a kijelolt s — 1 helynek a sorszamai mind el6bb jonnek az 1-nél. Vagyis
a kérdés a permutaciok nyelvén a kovetkezSre egyszertisodik: Mi a valdszinisége, hogy az elsé n szam egy véletlen

Most is csoportositjuk az djrakoédolt permuticiokat. Két permutacié akkor keriil azonos csoportba, ha az 1-es és
a masik s — 1 kijelolt szam Osszességében ugyanazt az s helyet foglalja el, masrészt a tobbi szam a két permutacidban
ugyanugy helyezkedik el. Igy minden egyes csoportba s! permutécié keriil, hiszen az s kitiintetett szamot ennyifélekép-
pen lehet permutalni. Es ezek koziil nyilvan (s — 1)! olyan van, ahol az 1 van az utols6 helyen, vagyis az s — 1 kijel6lt
szam utdn. A vélasz tehat 1/s. Es az eredeti kérdésre visszatérve megint azt kaptuk, hogy a permutéciok 1/s-ed
részében fog mind az s kijelolt helyen il tanulora sor keriilni.

A permutéaciokra vonatkozoan a kovetkezst kaptuk:

LA *-gal jelolt feladatok megoldasa a fiiggelekben talalhato.



Tétel. Annak a valdszinisége, hogy n elem egy véletlen permutdcidjaban eldre kijelolt s elem egy ciklusban van,
1/s.
Megjegyzés a fenti 2. megoldashoz. Ez a megoldas nyilvan elegansabb az el6z6 megoldasnal. Viszont ugyanaz a fogalmi

nehézség van benne, amire az djrakédolasnal mar utaltunk. Elvileg hasonl6 fogalmi nehézség van a kovetkez6 megoldasnal is,
de a KEF szemléletessége miatt ez konnyebben ,foghato”. Raadasul a megoldas a 7. feladat megoldasanak az altalanositasa.

3. megoldas a ,kinai étterem folyamat” segitségével. A kimondott tételre adunk egy 4j bizonyitast. Tudjuk, hogy
a ,kinai étterem folyamat” soran az n vendég minden permuticidja ugyanolyan valdszintséggel all el§. Ez viszont
azt is jelenti, hogy nyugodtan feltehetjiik, hogy az eldre kijelolt s elem az elsG s szam, vagyis a KEF nyelvén: az els6
s vendég. A kérdés tehat erre egyszertisodik: Mi a valdszintsége, hogy a ,kinai étterem folyamat” soran az elsé s vendég
ugyanannal az asztalnal fog {ilni?

Minthogy az els6 vendég benne van, az a kérdés, hogy milyen valosziniiséggel fog az utana érkezé s — 1 vendég
mindegyike az 6 asztaldhoz iilni. A masodik vendég nyilvan 1/2 valoszintiséggel il az 6 asztalahoz. Most mér ketten
tilnek ennél az asztalnal, igy a harmadik vendég méar 2/3 valoszintséggel fog ehhez az asztalhoz iilni. Ugyanigy az i-edik
vendég érkezésekor mar i — 1 ember iil ennél az asztalnél, tehat 6 (¢ — 1)/i valoszintiséggel fog oda leiilni. A keresett
valosziniséget ugy kapjuk, hogy ezeket az értékeket Osszeszorozzuk ¢ = 2,3,...,s-re. A szorzat, s igy a keresett
valoszintség 1/s.

9. feladat. Mi a valdszinisége annak, hogy a 3. feladatban s — 1 eldre kijelolt helyen ld tanulo egyikének sem kell
feldllnia az utolséval egyiitt? Vagy dtfogalmazva: mi a valdszindsége annak, hogy elem egy véletlen permutdcidjdiban
eldre kielolt s — 1 elem eqyike sincs eqy eldre kijelolt s-edikkel egy ciklusban?

Megoldas. Ez a valoszintiség ugyanugy kiszamolhato, mint a 8. feladatban kérdezett valoszintség is kiszamolhato
volt.

Az ott kozolt masodik megoldas gondolata is alkalmazhato ebben az esetben. Megint feltehetd, hogy az az elem,
amivel a t6bbi nem lehet egy ciklusban, épp az l-es. A permuticidkat ugyanigy csoportositjuk, mint ott, és most
az a kikotés, hogy a tobbi s — 1 elem mindegyike az 1-es utan j6jjon az ujrakodolasnal. Megint minden csoportban s!
permutacié van és koziiliik megint (s — 1)! teljesiti a kikotést. A keresett valdsziniiség most is 1/s.

Végiil ugyanigy, mint ott, most is alkalmazhato a KEF is. Most az a kérdés, hogy mi annak a valoszintsége,
hogy az els6 utan érkezd s — 1 vendég egyike sem il az els6 asztalhoz. A masodik vendég 1/2 valoszintséggel il mas
asztalhoz, a harmadik vendég vagy a masodikkal il egy asztalhoz, vagy 1] asztalt kezd, ennek 2/3 a valdszinisége,
és altalaban az i-edik vendég a szadmaéara lehetséges thely koziil barhova iilhet, kivéve az els6 asztalahoz, ez egy helyet
zar ki. Tehat (i — 1)/i annak a valoszintsége, hogy 6 a kikotésiinknek megfelels helyre iil. Megint ezeket az értékeket
kell Gsszeszorozni és az eredmény ismét 1/s.

Tételként megfogalmazva a nyert eredményt:

Tétel. Annak a valdszindsége, hogy n elem egy véletlen permutdcidjiban s — 1 eldre kijelélt elem egyike sem lesz
egy s-edik eldre kijelolttel egy ciklusban, 1/s.

kilonbézo ciklusban lesz?
Ismét alkalmazhaté mindharom megoldas (lasd a fiiggelékben), és a valasz a kovetkezs:

Tétel. Annak a valdszinisége, hogy n elem egy véletlen permutdcidjaban s eldre kijelolt elem mindegyike mds
ciklusban lesz, 1/s!.

2.4. Varhato ciklushossz és ciklusszam

A  kinai étterem folyamat” bevezetésénél mar lattuk, rossz varakozas az, hogy a ciklusok hossza egyenletesen fog
eloszlani. A KEF modell ennek az ellenkez6jét mutatja: a ,tipikus” esetben a ciklusok nagysaga egyaltalan nem lesz
egyenletes. (Ez kideril példaul a 9. feladatnal is.) Ha egy asztalnal a vendégek szama egyszer nagyobb a tobbinél,
akkor onnantol kezdve nagyobb valdszintséggel fog ehhez az asztalhoz {ilni a kévetkezs vendég, ami utdn megint még
nagyobb valészintséggel fog ideiilni a kévetkezs stb. Ez persze még csak heurisztikus érv. De a kovetkezs fel-adatban
ezt egy modon pontosan is megfogalmazzuk.

11. feladat. Vdrhatéan hdany ember fog részt venni a 3. feladat ,forgasdban”, ha az osztdlyban n tanuld van? Vagy
ugyanez az ,Ettermes” megfogalmazdsban: Az n-edik vendég érkezése utan vdrhatdan hdany ember fog tlni az elsd vendég
asztaldndl?

1. megoldas. Felhasznaljuk, hogy a varhato értékek akkor is 6sszeadodnak, ha a valtozok nem fliggetlenek. Legyen
X;az a valoszintségi valtozo, amelynek értéke 1, ha az i-edik vendég az els6 asztalhoz iilt, és 0, ha nem. (Vagyis X;
az ni-edik vendég az els6 asztalnal Gl” esemény karakterisztikus véltozoja vagy indikdtora.) Az els§ asztalnal ekkor
X1+ Xo + ...+ X, vendég fog iilni. Ennek a valtozénak a varhato értékét keressiik. Ez tehat megegyezik az egyes
valtozok varhato értékének az osszegével. Az els6 valtozo mindig 1 (az els§ vendég az elss asztalnél iil), a tobbi valtozo
varhato értéke 1/2, hiszen ennyi a valoszintisége annak, hogy az i-edik vendég az els6 asztalnal iil. A keresett varhato
érték tehat (n+1)/2.



2. megoldas. A 8. feladat megoldasa soran megfogalmazott allitas alapjan egy masik, gyorsabb bizonyitéast is
adhatunk ugyanerre. Ott lattuk, hogy minden 1 és n kozotti k-ra ugyanannyi, 1/n a valoszintisége annak, hogy az els6
n+1

) "k
asztalnél k vendég il. Igy a varhaté érték Z =y
1

12. feladat*. Allitdsunk tehdt azt mondja, hogy az elsé asztalndl ilék szamdnak vdrhatd-értéke a vendégek szd-
mdnak felénél 1/2-del tobb. Mdsrészt azt mondja, hogy bdarmely vendégre igaz, hogy ennyi az & asztaldindl ilé vendégek
szamdnak vdrhato értéke. De lehetetlen, hogy két — vagy pldne tébb — asztalndl iljenek ennyien. Ha A az elsd vendég
asztalandl Glék szdma, B a mdsodik vendég asztalandl 4lék szama, akkor e két valdsziniségi vdltozo mindegyikének
(n+1)/2 a vdrhato értéke, igy osszegiik vdrhato értéke n + 1, tobb, mint a vendégek szama. Hogyan oldhatd fel ez
az ellentmondds?

13. feladat*. Kdvetkezik-e az eldbb megfogalmazott tételbdl, hogy a legnagyobb ciklus vdrhaté elemszima (a legfog-
laltabb asztalndl Gl vendégek szama) is (n+ 1)/27

Egy véletlen permutacié legnagyobb ciklusdnak varhaté értékét pontosan meghatarozni nehezebb feladat. Ez
Golomb-nak sikeriilt, aki 1964-ben bizonyitotta, hogy ha M,, jeloli az n elemid véletlen permutécié legnagyobb cik-
lusanak varhato értékét, akkor M, /n egy éallandohoz tart, amelynek értéke 0,6243299..., az ugynevezett Golomb—
Dickman-féle konstans.

Nemecsak a legnagyobb ciklus varhaté hossza érdekes kérdés, hanem az is, hogy varhatéan hany ciklus van n elem

Jeloljiik ugyanis E(n)-nel ezt a vrhato értéket. E(1) = 1, E(2) = 3/2 nyilvanvalo. Altalaban ha E(n — 1)-et mar
ismerjiik, akkor a KEF szerint az érkez6 n-edik vendég 1/n valoszintiséggel kezd 0j asztalt, azaz noveli a ciklusok
szamat. Tehat E(n) = E(n — 1) + 1/n. Ebbdl kévetkezik, hogy

Tétel. Egy n elemi véletlen permutdcioban a ciklusszam vdrhato értéke Z —.

n

1
A KEF alkalmazésa az alabbi feladattal lesz ,kerek”

14. feladat*. Bizonyitsuk be a KEF segitségével is a 6. feladat dllitdsdt, amely szerint annak a valdszindsége, hogy
egy adott elem egy n elemd véletlen permutdcidban pontosan k elemd ciklusban van, k-tdl figgetlenil mindig 1/n.

Befejezés

Egyrészt szeretném még egyszer hangsilyozni, hogy Gyenes Zoltdnnal egyiitt gondoltuk at az itt leirtak legnagyobb
részét. Remélhet6leg sikeriilt valamennyire érzékeltetni, hogy a ,kinai étterem folyamat” segitségével milyen jol szem-
léltethetSk és kezelhetSk a véletlen permutaciok egyszerd tulajdonsagai. Elegansan szemlélteti pl. a ciklusszam varhaté
értékét, de kiilonosen frappansnak tinik ebbdl a szempontbol a 7. feladat megoldasa, valamint az utana kovetkezs
harom feladat hasonlé megoldasa. Es érdemes megfontolni a kovetkez6t is. Ha a ,kinai étterem folyamatot” minden
el6zmény nélkiil definidljuk, és tgy kérdezziik meg, hogy vajon az els6 két vendég, vagy az utolso6 ketts fog-e nagyobb
valészintiiséggel egy asztalnél iilni, akkor erre — a hattér ismerete nélkiil — elég nehéznek latszik a valasz.

Filiggelék — megoldasok

5. feladat. Csak az identitdson, azaz az 1 2 ... n permutéicién nem valtoztat. Minden méas permutaciénél az els6
elmozduld szam hatrébb keriil az Gjrakédolasnal.

7. feladat. Belattuk, hogy a KEF minden n elemti véletlen permutaciot ugyanolyan valoszintiséggel allit els. De
ez azt is jelenti, hogy barmely két vendégre ugyanannyi lesz a valdészintisége annak, hogy ez a két vendég egy asztalnal
il. Elég tehat az els§ két vendégre kiszamolni ezt a valdszintséget. Az els6 vendég biztosan az elsé asztalhoz {il, a

két eldre kijelolt elem egy ciklusban van.

10. feladat. Ismét alkalmazhat6é mind a haromféle megoldés. Kijon szamolassal. Kijon az tjrakodoléassal is. Most
itt is fel kell tenniink, hogy az els6 szam van kijelolve és a kikotés az, hogy ezek nagysag szerint forditott sorrendben
jojjenek. A csoportok most is azok, mint a korabbi két megoldasban (lasd a 8. feladatnal), minden csoportban s!
permutdacié van, de ezek koziil most minden csoportban csak egy felel meg a kikdtésiinknek, tehat a keresett valoszintség
1/sl.

Veégiil alkalmazhato a KEF is, és most az a kikétés, hogy az elsé s vendég mindegyike 1j asztalt kezdjen, ez az i-edik
vendég esetében 1/i valoszintséggel torténik, tehat a keresett valoszintiség 1/s!-nak adodik.



12. feladat. Nincs ellentmondés. Az A + B valoszintségi valtozd értéke ugyanis akir 2n is lehet, ha az Osszes
vendég az els6 asztalnél {il, azaz az egész permutacié egyetlen ciklus. Ebben az esetben ugyanis, és altalaban is, ha
az els6 két vendég egy asztalnal {il, azt a ciklust, amelyben iilnek, ez a valtozo kétszer szamolja meg.

13. feladat. Nem. Ez a varhato6 érték nyilvanvaléan nagyobb, hiszen minden olyan eset, amikor az els6 elem nem
a legnagyobb ciklusban van — azaz nem az els§ asztalnal iilnek a legtobben — a leghosszabb ciklus varhaté értékéhez
tobbet ad hozza, mint az els6 asztalnal il6k varhato értékéhez.

A 3. feladat els6 megoldasaban hasznalt szamolassal konnyen kijon, hogy ha k& > n/2, akkor P(van pontosan k
hosszu ciklus) = 1/k. Masrészt ha van ilyen hosszu ciklus, akkor biztosan ez a leghosszabb, igy minden ilyen k-ra 1-et
ad a ,legnagyobb ciklus hossza” valoszintségi valtozo varhato értékéhez. Ez dnmagaban (n 4+ 1)/2, és ehhez jonnek
még azok az esetek, amikor csak kisebb ciklusok vannak. Paros n-re is kénnyt latni, hogy P(van pontosan n/2 hosszt
ciklus) > 1/n, tehat a legalabb n/2 hosszu ciklusok is tobb, mint (n 4+ 1)/2-t adnak a varhaté értékhez.

14. feladat. Elég ezt belatni az elsé elemrél. Tehat a KEF-nél elég azt belatni, hogy az els6 vendég asztalanal
1/n valészintséggel {ilnek pont k-an (k-t6l fliggetleniil).

n = 1,2-re kdnnyen belathato az allitas. Tegyiik fel, hogy n-re mar tudjuk az &llitast. Bebizonyitjuk n helyett
(n + 1)-re is.

Azt nézziik, hogy hogyan iilhet pontosan k ember az els§ asztalnal, miutén az (n + 1)-edik vendég leiilt. Ez
kétféleképp lehetséges:

1) Az utols6 vendég az els6 asztalhoz iilt és igy lettek ott k-an. Ez akkor van, ha az els6 n vendég koziil k — 1
vendég il az elsd asztalnal és az utolsé vendég ehhez az asztalhoz iil. Az el6bbi valdszintsége az indukcios feltevés

-1
szerint 1/n, az utolsé vendég pedig 0 valoszintséggel fog ehhez az asztalhoz ilni.

n+
-1

n(n+1)

2) Az utolsé vendég nem ide ilt, de méar az els§ n vendég utéan is k vendég iilt az els§ asztalnal. Utébbinak
megint 1/n a valoszinisége az indukcios feltevés szerint. Annak a valoszintisége pedig, hogy az utolsé vendég nem ide
n+1-—k

n+1 °

Ennek az esetnek a valoszintisége tehat

ilt,
n+1—k
n(n+1)

A két esetet Osszeadva azt kapjuk, hogy a valdszintség éppen et és ezt akartuk belatni.
n

Ennek az esetnek a valoszintsége tehat

Suranyi Laszlo



