1. A taxi geometria bevezetése

Az euklideszi geometridban két pont tavolsagat ,légvonalban” hatarozzuk meg (lasd az 1. dbrdt). Ezzel szemben
a taxi geometria esetében, mint ahogy azt az elnevezése is sugallja, a P és ) pontok kozotti tavolsagot ugy adjuk meg,
ahogy egy taxi haladna a legrévidebb tton egy varosban P pontbol Q-ba.
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A taxi geometria egy jobb modellt ad a varosi kozlekedésre, mint az euklideszi. Az ebben a geometridban mért
tavolsag sokkal hasznosabb informacio lehet a kozleked$ ember szamara, mint az euklideszi, mivel sajnos ra vagyunk
kényszeriilve, hogy utcakon, jardakon kozlekedjiink, és nincs alkalmunk légvonalban eljutni valahova. Az, hogy egy pont
t6liink az euklideszi tavolsag szerint pontosan V30 egységnyi tavolsidgra van, altaldban nem tul hasznos informacio.
Az emberek szaméra tehat gyakran az igazi tavolsig a taxi tdvolsag. De — ahogy minden alkalommal, mikor matema-
tikai modellt készitlink egy valos rendszerre — sziikség van bizonyos egyszertsits feltételekre, mivel nélkiiliikk a modell
felallitasa vagy a probléma megoldasa til bonyolulttd valhat. Esetiinkben jelentGsen leegyszertsitjiik a varos képét:
minden utcanak észak-dél, illetve kelet-nyugat iranytnak kell lennie, mint ahogyan ezt a 2. dbra is szemlélteti, az ut-
cdknak nincsen szélessége, az utcak keresztezGdései az egész koordinataju pontok, és egy haztombot egy négyzetracs
jelol. Sajnos nincs olyan telepiilés a vilagon, amely teljesen megfelelne ezeknek a feltételeknek, léteznek viszont varos-
részek, amelyek nagyjabol igen. Ilyenek példaul az amerikai egyesiilt allamokbeli New Yorkban talalhaté Manhattan
egyes részei.
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2. dbra

Most pedig képzeljiik el az A és B pontokat, mintha egy varos kiillonb6z6 pontjai lennének a 2. dbrdhoz hason-
l6an. Ekkor mar teljesen mashogy gondolkodunk, ha azt szeretnénk megtudni, hogy a kiindulasi helyiinktél, vagyis
az O ponttol, az Ady és a Hatodik utca keresztez6désében lévé A pont, vagy a Déry és a Negyedik utca taldlko-
zasandal taldlhaté B pont van kozelebb. ElsGdlegesen nem a Pitagorasz-tétellel fogunk okoskodni, hanem egyszerten
megszamoljuk, hogy hany haztombnyi tavolsagot kell megtenniink gy, hogy csak a tengelyekkel parhuzamosan ha-
ladhatunk, hogy eljussunk a célpontokhoz. Méas szoval hanyat kell yizszintesen”, vagyis kelet-nyugati irdnyban, illetve
Jfiggoblegesen”, azaz észak-déli irdnyban lépniink, ha a varos egyik pontjabol el szeretnénk jutni egy masikba, méghozza
a lehetd legrovidebb dton. Az egyszertiség kedvéért a tovabbiakban ezeket az iranyokat a ,felfelé”, vagy ,lefelé”, illetve
njobbra”,  balra” kifejezésekkel illetjiikk. Ha O-bol el akarunk menni B-be, ezt tobbféleképpen is megtehetjiik, példaul
a 2. dbrdn jelzett utakon, ekkor mindkét esetben valdban ugy kozlekedtiink, mint egy taxi, mivel csak vizszintesen és
fiiggslegesen mozogtunk. Legyenek O és B egy koordinédta-rendszernek a pontjai, ahol O = (01;02) és B = (b1;b2).
Ekkor O-bol B-be haladva legalabb |o; — b1| hosszt utat kell vizszintesen megtenniink és legalabb |oa — ba| utat kell
megtenniink fiiggslegesen. A felirt szakaszok hosszainak az Osszege fogja megadni, hogy milyen hosszi tton jutunk el
az egyik pontbdl a méasikba, ha a lehets legrovidebben megyiink. Ezek utan felirhatjuk a két pont ,taxi tavolsagat”
megado6 képletet: dp(O; B) = |by — 01| + |b2 — 02|. Természetesen a képlet ugy is hasznalhato, ha a pontok koordinatai
nem egészek, de az egyszertiség kedvéért a tovabbiakban csak egész koordinataja pontokkal foglalkozunk.

Jelolje a késobbiekben dg az euklideszi, mig dr a taxi geometriabeli tavolsdgot. Nézziik meg az 1. dbrdn az A = (6;0)
és B = (4;3) pontok euklideszi tavolsagat az origotol. Az A pont esetében ez nyilvan dg(A;O) = 6, mig a B pont

esetében a Pitagorasz-tétel segitségével tudjuk azt kiszamolni, azaz dg(B;0) = \/(O —4)>+(0—3)* = 5. Ebbal
kovetkezik, hogy dg(B;0) < dg(A;O), tehat az euklideszi tavolsag szerint B kozelebb van O-hoz, mint az A pont.
A kovetkezSkben szamoljuk ki ugyanezen pontok k6zott a taxi tavolsagot is. Ahhoz, hogy az O ponttdl eljussunk A-ba 6,
mig a B pont esetében 3+4 = 7 haztombnyi tavolsagot kell megtenniink. Vagyis dr(A4;0) =6 és dp(B;0) =3+4 =1,



ahol az utébbi esetben az 0sszeg elsé tagja a fiiggslegesen, a mésodik pedig a vizszintesen megtett at. Megfigyelhetd,
hogy dr(B;0) > dr(A4;0), tehat a taxi tavolsag szerint A kozelebb van O-hoz, mint B.
Erdemes ezutan megvizsgalni, mit mondhatunk altalaban a kétféle tavolsag nagysaganak kapcsolatarol.

1. allitas. Két pont euklideszi tdvolsdga legfeljebb akkora, mint a taxi tdvolsaguk, ami pedig legfeljebb az euklideszi
tavolsdg V/2-szerese.

Bizonyitas. Legyenek X = (z1;22) és Y = (y1;y2) a sik pontjai. Ekkor az abszolutérték nemnegativitasanak
koszonhetSen 2|z1 —y1| |w2 —ya| > 0 teljesiil. Adjunk hozzé az egyenl6tlenség mindkét oldalahoz |z1 — y1|> + |22 — ya|*-
et, ekkor a kovetkez6t kapjuk:

2071 — v |72 — wol + |71 — ] + |22 — wa* > |21 — 0 |* + |22 — w2,
Mivel az egyenlétlenség bal oldalan egy teljes négyzet taladlhato, igy azt Gsszevonva,
2 2 2
(lzr = y1] + 22 = 2])” > (z1 —91)" + (22 —y2)".

Mindkét oldalon gyokdt vonva, az egyszertsités utan azt kapjuk, hogy

21 = ya] + |w2 — y2| 2 \/(561 — 1) + (22 — 1)*,

ami nem mas, mint dp > dg. Az euklideszi tavolsidg tehat nagyobb vagy egyenld, mint a taxi tavolsdg. EgyenlGség
pedig csak abban az esetben all fenn, ha 1 = y1, vagy xo = ys teljesiil, vagyis x és y egy (vizszintes vagy fiiggsleges)

egyenesen helyezkednek el. Hasonloan, az (|z1 — x| — |y1 — y2|)2 > 0 egyenl6tlenség rendezésével
w1 — 2o + |y1 — gal” > 2Jay — a2 - [y1 — 2,
2((x1 — 22)” + (g1 — 2)?) = (1 — 22)° + (g1 — y2)* + 2Ja1 — 22| - y1 — 12,
2
2((!101 — 2102)2 +(y1 — yz)z) > (|w1 — Zo| + |y1 — y2|) ;

négyzetgyokot vonva pedig

\/5\/(:51 — )’ + (y1 — 2)” > |1 — 2| + 1 — w2,

azaz valoban v2dp > dr. Ezzel az allitast belattuk. O
Meg kell még jegyezniink, hogy a fentiekben csak olyan pontokkal foglalkoztunk, amelyek egész szamua koordina-
takkal rendelkeznek, de ugyanugy, ahogy barmely, akdr nem egész koordinataji pontok esetében is ki tudjuk szadmolni
azok euklideszi tavolsagat, igy a taxi tavolsadgot is. Barmely két pontnak van tehat taxi tavolsaga, attol fiiggetleniil,
hogy azok két utca talalkozasdnal vannak vagy sem.
A kovetkezkben nézziink meg néhany ,,gyakorlati” probléméat, amelyek megoldasdban a taxi geometriat célszeri
alkalmazni az euklideszi helyett.
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1. feladat. Az idedlis vdrosban bejelentés érkezett a renddrségi diszpécserhez, miszerint baleset tortént az X =
(—1;4) pontban. Két jardrkocsi is a baleset kizelében van, az egyik az A = (2;1), mig a mdsik a B = (—1; —1) helyen.
Melyik kocsit kildjék a baleset helyszinére?

Megoldas. Vegyiink egy koordinata-rendszert és jeloljikk rajta az X = (—1;4), A= (2;1) és B = (—1; —1) ponto-
kat. Mivel azt szeretnénk, hogy egy jar6r minél elbb a helyszinre érjen, a legkdzelebbi kocsit kell odakiildeniink. Ehhez
ki kell szamolnunk, hogy A és B milyen tavolsdgra vannak X-t6l a taxi tavolsag szerint. Nézziik meg elGszor az A és
X kozotti tavolsagot, ez az el6zGekben leirtak alapjan tgy szamolhato ki, hogy 6sszeadjuk, hogy hany haztombot kell
vizszintesen, illetve fliggslegesen haladnunk A-t6l X-ig, vagyis dr(A; X) = ‘2 — (—1)| + |1 — 4] = 6. Hasonl6an jarjunk
el a B és X pontok esetében, azaz dr(B; X) = | —1— (—=1)| + | — 1 — 4] = 5. Ezek alapjan azt kaptuk, hogy az A-val
jelolt renddrautd 6, mig a B-vel jelolt rendrauté 5 héztémbnyi tavolsagra van a baleset helyszinétdl. A diszpécser
a B kocsit fogja a baleset helyszinére kiildeni, mivel az kozelebb van ahhoz, igy gyorsabban fog odaérni (feltéve persze,
hogy a varosban mindeniitt ugyanakkora a forgalom).



2. feladat. Anna és Baldzs lakdst keresnek az idedlis varosban, Anna egy bankban dolgozik, amely az A = (—3; —1)
keresztezddésben taldlhatd, mig Baldzs eqy iskoldban, amely B = (3;3)-ban van. Ugy dontéttek, hogy olyan helyen keres-
nek albérletet, ahol Anna munkahelyétol a lakdsig és Baldzs munkahelyétdl o lakdsig vett tavolsdgok 0sszege minimdlis.
Mely keresztezddésekben keressenek lakdst?

Megoldas. Vegylink egy koordinéata-rendszert, ahol jeloljiikk Anna munkahelyét A-val, Baladzsét B-vel és L-lel a ke-
resend lakast. A kérdés matematikailag megfogalmazva az, hogy keressiik azon L pontokat, amelyekre a dp(A4; L) +
dr(B; L) kifejezés minimalis. Ahhoz, hogy A-bol B-be eljussunk a legrévidebb tuton, fiiggtlegesen felfelé kell haladnunk
4 haztdmbot és vizszintesen jobbra 6-ot. Ezt tobbféleképpen is megtehetjiik attol fliggSen, hogy melyik keresztezGdés-
ben melyik irdanyt valasztjuk a ketts koziil. Az Osszes lehetséges utvonalat jelolve a 4. dbrdn 1év6 téglalapot kapjuk.
Ha ennek a belsejében vagy a hataran 1évg keresztez6désekben keresiink albérletet, akkor az A-t6l és B-t6l vett ta-
volsadganak az Osszege 10, hiszen ekkor A-t6l az albérletig és az albérlettél B-ig megtett ut éppen A és B tavolsiga.
Tekintsiink most egy tetszbleges pontot a kapott téglalapon kiviil az els siknegyedben és tegyiik fel, hogy ez a keresett
lakas, legyen ez példaul az L = (1;5). Ekkor L-nek az A-t6l vett tavolsaga dp(A4;L) = | -3 —1]+|—1—-5| =10
és B-t6l dp(B; L) = |3 — 1| + |3 — 5| = 4. Vagyis ebben az esetben dr(A;L) 4+ dr(B; L) = 14. Ez lathatoan tobb,
mintha az el6z6ekben megbeszélt teriileten béreltek volna lakast, hiszen itt az A pontbol kiindulva 4 haztombnyit kell
gyalogolnunk , felfel¢” ahhoz, hogy eljussunk a B-n atmend vizszintes (kelet-nyugati) egyenesig (utcaig), de mivel az L
Hfeljebb” taldlhato, ezért még 2-t kell megtenniink ebbe az iranyba. Jobbra ugyan kevesebbet kell menniink, 4 haztomb-
nyit, viszont a ,hidnyzd” 2 haztombot B-nek kell megtennie ,balra” és ezen feliil B-nek is haladnia kell ugyanannyit
felfelé”, mint amennyi extra haztombét kellett A-nak. Osszeszamolva, tobbet kellett fiiggolegesen és vizszintesen is ha-
ladnunk, mintha a téglalap belsejébdl, vagy hatararol valasztottunk volna egy pontot. Hasonl6 eredményeket kapunk,
ha a tobbi siknegyedbdl valasztunk pontokat a téglalapon kiviil. A dp(A; L) 4 dr(B; L) 6sszeg minimuma, tehat 10, és
a minimumot adé pontok a 4. dbrdn jelolt téglalap pontjai.
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2. A kor

Az euklideszi geometriaban a sikon egy kort vagy korvonalat a kovetkezGképpen definidlunk.

1. definicié. A korvonal a sik azon pontjainak a mértani helye, amelyek a sik egy adott pontjatol adott tavolsagra
helyezkednek el. Az adott pont a kor kdzéppontja, mig a tavolsdgot a kor sugaranak nevezziik.

/
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Ha a megszokott euklideszi tavolsagot vessziik figyelembe, akkor egy ,kor” alakt alakzatot kapunk, viszont a taxi
tavolsag esetében a kor mar nem igy fog kinézni, azaz nem lesz kor alakda. Ahhoz, hogy megtudjuk, hogy milyen lesz az ]
alakzatunk, vegyiink egy (zo; yo) pontot és keressiik meg azokat az (x; y) pontokat, amelyek t6le adott r taxi tavolsagra
helyezkednek el. Vagyis dr ((zo;yo0), (;9)) = |zo— x|+ |yo —y| = r. Nézziik meg az abszolutértékek feloldésara szolgalo
négy esetet és az altaluk meghatarozott alakzatokat. Ha z¢o > x és yo > y, akkor elhagyva az abszolutérték jeleket
az egyenletiink xg — x + yo — y = r, amelyet atrendezve y = —x 4+ x¢ + yo — r. Az egyenlet az o > x és yg > y
feltételek mellett egy szakaszt hataroz meg, amelynek pontjai r taxi tavolsagra vannak az (zo; yo) ponttol és végpontjai
(xo —7590) és (zo;y0 — 7). Ha zg < x és yo > y, akkor az egyenlet

—(zo—x)+yo—y=r, Aatrendezve y=z—x0+yo—1.



Ennek a szakasznak a végpontjai az (xo+1;yo) és az (zo;yo— 7). Hazg < x ésyo <y, akkor a —(zo—x)— (yo—y) = r
egyenletet kapjuk, amelyet dtrendezve az y = —z+ 1z + yo +r kifejezést kapjuk. A szakasz végpontjai ebben az esetben
(o +7590) €s (zo;y0 + 7). Ha xg > x és yo < y, akkor az egyenlet xg — = — (yo — y) = r, amelyet ha atrendeziink,
az y = x — g + yo + r egyenletet kapjuk. Ekkor a kapott szakasz végpontjai (zo;yo + ) és (xo — 7;y0). Vegyiik észre,
hogy az egyes szakaszok végpontjai megegyeznek, igy egy négyzetet hataroznak meg, amelynek a csticsai az (xo; yo—7),
(xo +7590), (Xo;y0 + 1) és az (xg — r;yo) pontok lesznek. A kor a taxi geometridban tehét egy euklideszi értelemben
vett négyzet, amelynek csicsai az el6bbi pontok.
Alkalmazzuk a fentiekben leirtakat néhény feladatban.

3. feladat. Eszter az idedlis vdarosban jdrt, amikor az E = (2;1) pontban észrevette, hogy fogydban van az tzem-
anyaga. Tudja, hogy 5 hdaztémb tdvolsigban taldlhatd egy benzinkiut. Mely pontokban helyezkedhet el a benzinkiut?

Megoldas. A koordindta-rendszerben vegyiik fel az E pontot. Azokat a pontokat keressiik, amelyek 5 haztomb
tavolsagra vannak az E-t6l, vagyis egy adott ponttdl egyenls tavolsagra 1évé pontokat. Ez azt jelenti, hogy egy F
kozéppontu 5 sugaru taxi kort akarunk meghatarozni. Ekkor a (2;14-5) = (2;6), (2;1-5) = (2; —4), (2+5;1) = (7;1) és
(2—5;1) = (—3; 1) pontok meghatéroznak egy euklideszi értelemben vett négyzetet, vagyis az E kozéppontt 5 sugart
taxi kort. A taxi korvonalat alkot6 pontok mindegyike tehat 5 taxi tavolsdgra van Eszter jelenlegi helyétdl, vagyis
megallapithatjuk, hogy a keresett benzinkut a taxi korvonal valamelyik pontjaban helyezkedik el. Ha az y-tengellyel
parhuzamosan mozditjuk el a pontot, akkor a tavolsaga F-t6l néni fog. Ha viszont az z-tengellyel parhuzamosan
indulunk el, akkor az egyik irdnyba csokkenni, a maésikba pedig ismételten néni fog a tavolsadg a két pont kodzott.
A kovetkezokben probaljuk meg egy, a ponton atmend 1 meredekségl egyenesen mozgatni a pontunkat, ekkor ha
a negyedik siknegyed felé haladunk, akkor ismét azt fogjuk tapasztalni, hogy a tavolsag egyre csak né. Azonban, ha
a masik iranyt valasztjuk, akkor a tavolsdgunk nem fog valtozni, vagyis ugyantugy 5 marad, egészen a (2;6) cstcsig,
onnantol kezdve az egyenesen tovabb haladva a tavolsaguk ismét néni fog.

Ezek a pontok mind jé tavolsagra lesznek E-t6l. Most nézziik meg az ugyanezen a ponton athaladé —1 meredekségi
egyenest. Ebben az esetben ha az elsé siknegyed felé megyiink, akkor a tavolsidg egyre csak nd, viszont a méasik
iranyban haladva Gjra j6 pontokat kapunk, mivel ezek ugyantugy 5 haztombnyire lesznek E-t6l. Ismét csak egy csucsig,
méghozza a (2; —4)-ig mehetiink, mivel ha tovabb folytatjuk utunkat az egyenesen a tavolsag megint néni fog. Ext
a gondolatmenetet alkalmazva a (—3; 1) pontra hasonlé alakzatot fogunk kapni. Ha vessziik az uniéjat a masik pontnal
kapott alakzattal egy négyzetet fogunk kapni, amelynek az Gsszes pontja pontosan 5 tavolsagra lesz Eszter jelenlegi
helyét6l, vagyis ezen a vonalon kell elhelyezkednie a benzinkitnak.

4. feladat. Péter az idedlis vdrosban dolgozik egy iroddban, amely az I = (1;2) pontban helyezkedik el. Minden nap
eljar ebédelni, de mivel nem szeretne tul messzire menni a munkahelyétdl, igy elddntitte, hogy legfeljebb 3 hdztombnyire
haglando éttermet keresni. Hol taldlhatok azok az éttermek a vdrosban, ahol Péter elfogyaszthatja az ebédjét?

Megoldas. Vegyliik fel a koordindta-rendszeriinkben az irodat, ahol Péter dolgozik. Keressiik meg azokat a ponto-
kat, amelyek pontosan 3 tavolsagra vannak I-t6l a taxi geometridban. A fentiekben leirtak alapjan tudjuk, hogy azok
az

(1;243) = (1;5), (1;2-3)=(1;-1), (1+3;2) =(42) és (1 -3;2) = (-2;5)

pontok altal meghatarozott euklideszi értelemben vett négyzetlap pontjai. Péter a négyzetlap pontjai kdzott kereshet
éttermet.

5. feladat. Egy épitész cég szeretne eqy apartmanhdzat felépiteni, méghozzd gy, hogy az legfeljebb 5 hdztomb
tavolsdgban legyen a B = (—3;0) pontban taldlhatd bevdsdrlokozponttol, illetve, hogy legfeljebb 4 hdztémbnyire legyen
a teniszpdlydtol, amely a T = (2;2) pontban helyezkedik el. Hova épitheti fel a hdzat, hogy mindkettd feltétel teljesiljon?

Megoldas. Gondoljuk meg, hogy hogyan is oldanink meg a feladatot a szokasos tavolsagfiiggvény mellett. Vegyiink
fel egy koordinata-rendszert és abban jeldljiikk a B és T pontokat a megfelel§ helyen. A feladat szerint a B ponttél
legfeljebb 5 haztomb tavolsagra épitkezhetiink, ezen pontok halmaza ekkor egy korlap lesz. Ugyanigy jarhatunk el
a T pont esetében is. Ekkor kaptunk két korlapot, mindkét feltételiink akkor fog egyszerre teljesiilni, hogyha a két
korlap metszetében épitkeziink. Ha most a taxi metrikaban oldjuk meg a feladatot, hasonléan kell eljarnunk, azzal
a kiilonbséggel, hogy az el6z6ek alapjan tudjuk, hogy a korlapok ebben az esetben négyzetlapok lesznek, méghozza pon-
tosan gy, mint a 6. dbrdn. Ha a két négyzetlap metszetében keres az épitész cég helyet az apartmanhéz felépitéséhez,
biztosan teljesiilni fog mindkét feltétel.




6. feladat. Egy telefontdrsasdg (a 20. szdzad elsd felében . .. ) telefonfilkéket szeretne telepiteni az idedlis vdrosba,
méghozza ugy, hogy mindenki, aki legfeljebb 12 hdztombnyi tdvolsdgra lakik a vdroskdzponttol, legfeljebb 4 haztémbnyire
legyen egy telefonfilkétol. Hovd tegye a telefonfilkéket a cég?

Megoldas. Vegyiink fel egy koordinata-rendszert, ahol legyen az origd a varoskozpont. Ett6l legfeljebb 12 haz-
tombnyi tavolsagnyira szeretnénk a telefonfiilkéket telepiteni. Nézziik meg el6szor azokat a pontokat, amelyek pontosan
ekkora tavolsagra lesznek az origotol. Egy adott ponttol egyenls tavolsagra 1évé pontok halmazat, azaz egy taxi kort
fogunk ismét keresni. Ha ezt tudjuk, akkor felirhatjuk a taxi kor csucsait: (12;0), (—12;0), (0;12) és (0; —12), ezek
megadjak a 12 sugard, origd centrumu taxi korlapot. A kapott taxi kort fel tudjuk osztani, ahogyan a 7. dbra is mu-
tatja, 9 egybevagd részre. Lathato, hogy az igy kapott euklideszi értelemben vett négyszogek 4 egységnyi sugard taxi
korok. Ha ezen korok mindegyikébe elhelyeziink egy-egy fiilkét, akkor a 12 sugart korlap egész teriiletére teljesiil, hogy
az ott elok legfeljebb 4 haztémbnyire vannak a legkozelebbi fiilkétsl. Azok, akik a taxi korok hataran élnek 2; azok,
akik a négyzetek megfelelg sarkaiban élnek 4 fiilke koziil is valaszthatnak. Ahogyan a 8. dbrdn is lathatjuk, 9 fiilke
elég lesz a teriilet teljes lefedéséhez.

7. dbra

=

8. dbra

7. feladat. Anna és Baldzs albérletet keresnek. Egyetlen feltételhez ragaszkodnak, méghozzd ahhoz, hogy mindketten
egyenld tdvolsdigra lakjanak a munkahelyiktol, vagyis Anna a banktol, amely az A = (=3;—1) pontban taldlhaté és
Baldzs az iskoldtdl, amely a B = (3;3) pontban van.

9. dbra

Megoldas. Ahogy mar a 2. feladatban is kiszamoltuk dr(A; B) = | —3—3|+| — 1 — 3| = 10, ennek a fele 5, vagyis
az albérlet legalabb 5 taxi tavolsagra kell, hogy legyen A-tol és B-t6l is. Keressiik meg elGszor az A és B pontoktol
5 haztombnyi tavolsagra 1évé pontokat. Egy adott ponttél adott tavolsagra 1évé pontokat keresiink, vagyis egy-egy
taxi kort. Az A pontnal a (—3;4), (—8;—1), (—3;—6) és (2; —1) pontok, mig a B esetében a (3;8), (—2;3), (3;—2)
és (8;3) pontok hatarozzak meg az 5 sugart taxi koroket. A két taxi kor az oldalszakaszaik egy részében fognak
érintkezni, ahogyan az a 9. dbrdn is lathatd a bels6 négyzetek esetében, ezek azok a pontok, amelyekre teljesiil, hogy
mindkét ponttol 5 tavolsdgra vannak. Ha Anna és Balazs ezen a szakaszon keres lakast, akkor biztosan teljesiilni fog
ra a feltételiik. Nemcsak az A-t6l és B-t6l 5 taxi tavolsagra 1évs pontok lesznek megfelelGek, hanem azok is, amelyek
6,7, ... taxi tavolsagra vannak t6liik. Ha ezeket a taxi koroket is felrajzoljuk, akkor lathatjuk a 9. dbran a két kozépss,
illetve a két kiils6 négyzeten, hogy 2-2 pontban fogjak egyméast metszeni, vagyis ezek azok a pontok, amelyek A-
tol és B-t6l is egyenlS tavolsdgra vannak. Ha az Osszes jo pontot megtalaltuk, akkor a fekete torottvonalat fogjuk



megkapni. Annénak és Baldzsnak ezen a vonalon kell albérletet keresniiik, ha azt akarjak, hogy az mindkettejiik
munkahelyétsl egyenld tavolsagra legyen. Mozgassuk a C-t és nézziik meg, hogyan valtozik az A-hoz viszonyitott
tavolsaga. Ha az y-tengellyel parhuzamosan mozditom el barmelyik irdnyba, akkor a tavolsag néni fog. Ha az z-
tengellyel parhuzamosan teszem ugyanezt, akkor egyik irdnyba csokken, mig a masikba né a tavolsaga az A-tol. Ezek
utdn probaljunk meg ferdén, a ponton atmend, euklideszi értelemben vett 1 meredekségi egyenes mentén haladni.
Ha tavolodunk az y-tengelytdl, akkor a tavolsag ismét né. Azonban, ha kozelediink felé, akkor nem valtozik, 5 marad
egészen addig, mig el nem ériink az A pont vonaldba, utana a tavolsag Gjra néni fog. A —1 meredekségi egyenesen
haladva hasonl6 eredményeket kapunk. Vegyiik most a D = (—8; —1) pontot és mozgassuk agy, mint C-t. A C és
D pontok mozgatasa altal egy négyzetet kaptunk és megtaldltuk az Osszes olyan pontot, amely 5 tavolsdgra lesz
A-tol. Ugyanezt szeretnénk megtenni B-vel is, ahol ugyanigy egy négyzetet fogunk kapni. A két négyszog egyik
oldalegyenese egybeesik, ahogyan az a 9. dbrdn is latszik. Tehat ezek lesznek azok a pontok a téglalapon beliil,
amelyekre teljesiil a feltételiink. A kovetezGkben nézziik meg azokat a pontokat, amelyek 6 haztémbnyi tavolsagra
lesznek a két munkahelytdl. Az el6z6 eljarast alkalmazva, azt tapasztaljuk, hogy ismét két négyzetet kaptunk, amelyeket
az abran kékkel jeloltiink. Ezeknek a metszéspontjai lesznek azok a pontok, amelyek A-tol és B-t6l egyenls tavolsagra
lesznek. Ha az eddigiekhez hasonloan folytatjuk és megnézziik a 7,8, ... tavolsagra 1lévé pontokat is, akkor az abran
feketével jelzett vonalat kapjuk. Vagyis azok lesznek azok a pontok, amelyek egyenls tavolsdgra lesznek Anna és Balazs
munkahelyétdl, itt kell maguknak albérletet keresni, ha azt szeretnék, hogy a fenti feltétel teljesiiljon.

8. feladat. Az idedlis vdrosban hdrom kézépiskola is van: a Széchenyi az S = (—4;3) pontban, a Berzsenyi a B =
(2;1) pontban, az Edtvos az E = (—1;—6) pontban. A vdros egyes pontjain laké gyerekek melyik kizépiskola didkjai,
ha mindenki a szdmdra legkdzelebb lévdbe jar?

Megoldas. Ebben a feladatban adott harom ponttdl egyenls tavolsagra lévé pontokat szeretnénk megtalalni.
Szamoljuk ki el6szor a pontok tavolsagat egymastol: dr(S;B) = | —4—2|+[3—-1| =8, dr(S;E) = | -4+ 1|+
34+6] =12 és dp(F;B) = | —1—2|4+|—6 — 1] = 10. Nézziik meg, hogy kik lesznek azok, akik valaszhatnak,
hogy melyik iskolaba jarjanak, mivel két iskolatol is egyenld tavolsagra laknak. Vegyiik a Széchenyi és a Berzsenyi
iskolakat, vagyis az S = (—4;3) és B = (2;1) pontokat a koordinata-rendszeriinkben és nézziik meg, melyek azok
a pontok, amelyek ugyanannyi tavolsagra vannak téliikk. Alkalmazzuk a 7. feladatban tanultakat, igy kapni fogunk
egy szakaszt, amely a (—2;2) és (0;4) pontokra illeszkedik, valamint az ezekbdl a pontokbol kiindulo félegyeneseket,
amelyek parhuzamosak a tengelyekkel. Ha ugyanezt az eljarast hasznaljuk az S és F, illetve E és B esetében, hasonld
alakzatokat kapunk, annyi valtoztatassal, hogy mindkét esetben, ha azokat a pontokat keressiik, amelyek nagyobb
tavolsdgra vannak mindkét ponttol, mint a tavolsdguknak a fele, ezuttal nem ,felfele” és  lefele” keressiik, hanem
az x-tengellyel paArhuzamosan jobb, illetve bal irAnyban. Végiil a 10. abrdt kapjuk, ahol lathaté, hogy a toréttvonalak
metszeni fogjak egymast a (—2; 0) poutban. Ez azt jelenti, hogy akik itt laknak, azok harom, a toréttvonal tobbi pontjan
laké gyerekek pedig kettd iskola koziil valaszthatnak; mig azok, akik a kiilonb6z6 mddon satirozott részeken élnek,
nem valaszthatnak, 6k a hozzajuk legkozelebbi iskolaba jarnak.
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10. dbra

3. Az ellipszis

Az euklideszi sikon egy ellipszist a kdvetkez6képpen definidlunk.

2. definicié. Az ellipszis azoknak a sikbeli pontoknak a mértani helye, amelyeknek a sikon két adott ponttol mért
tavolsagaik Gsszege allando, és ez az alland6 nagyobb, mint a két pont tavolsaga. A két adott pontot fokuszpontoknak
hivjuk.

Ahogy azt mar a kor esetében is lathattuk, a tavolsagfiiggvény megvéltozasaval az alakzat képe is mddosulni fog.
Elgszor gondoljuk meg, hogyan is rajzolnank fel egy euklideszi értelemben vett ellipszist. A taxi ellipszis is hasonlo
moédon rajzolhato fel, azzal a kiilonséggel, hogy ebben az esetben korok helyett négyzeteket fogunk Osszemetszeni.
Hogy ez hogyan is mikddik, egy feladaton keresztiil nézziik meg.

9. feladat. Legyenek a fokuszok az Fy = (1;3) és Fo» = (5;3) pontok. Azokat a P pontokat keressik a sikon,
amelyeknek a fokuszoktol vett tdvolsagdsszege 6 eqység.



Megoldas. A feladat feltétele: dp(P; Fy) + dp(P; Fp) = 6. A 6-ot példaul fel tudjuk irni a 4 és 2 Osszegeként.
Ekkor legyen dp(P; Fy) = 4 és dp(P; Fy) = 2. Ez azt jelenti, hogy mindkét esetben egy adott pontol adott téavol-
sadgra lévé pontok halmazat keressiik, vagyis taxi koroket, amelyeknek a centruma az adott fokusz, a sugara pedig
a tavolsag. Ha ezeket felrajzoljuk, akkor a metszéspontjaikra igaz, hogy F1-t6l 4 és F»-t6l 2 tavolsagra vannak, vagyis
ezek a pontok rajta lesznek a keresett taxi ellipszisiinkdn. Ezt az eljarast folytatjuk agy, hogy kozben olyan sugard
taxi koroket metsziink Ossze, amelyek sugarainak az Osszege 6. Az 1 és 5 sugaru korok esetében egy érdekes dolgot
figyelhetiink meg. Ezek ugyanis nem egy vagy két pontban fogjak metszeni egymast, hanem a kisebbik négyszog két
teljes oldalszakaszaban. Ha az Gsszes lehetséges kort felrajzoltuk, akkor a 11. dbrdn lathatoé taxi ellipszist fogjuk kapni.
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11. dbra

Ezek alapjan azt feltételezhetnénk, hogy egy taxi ellipszis altaldban egy hatszog lesz, azonban ez nincs mindig
igy. Valtoztassuk meg a fokuszpontokat ugy, hogy azoknak egyik koordindtaja se egyezzen meg a masik megfelelg
koordinatajaval. Ha a 9. feladatban 1évs fokuszok helyett példaul az Fy = (1;3) és Fp = (3;1) pontokkal oldjuk
meg a feladatot, akkor a 12. dbrdt kapjuk, amelyen jol lathatd, hogy ezittal egy nyolcszog a megoldéas. Tekintsiik
a 11. és 12. dbrdkat és figyeljiikk meg a kapcsolatot az ellipszis vizszintes és fiiggsleges oldalai és a fokuszok &ltal
meghatarozott téglalap kozott. Ha kozelitjiik egymashoz a két fokuszt, akkor egyre kisebb lesz a téglalap, valamint az
ellipszis vizszintes és fligg6leges oldalai is, egészen addig, amig a két pont meg nem egyezik, amikor is az ellipszisbdl
egy taxi kort kapunk. Hasonlo jelenség figyelheté meg az euklideszi értelemben vett ellipszis esetében is, hiszen ahogy
kozelitjiik a két fokuszt egymashoz, annal jobban fog az alakzat egy korre hasonlitani.

12. dbra

Nézziik meg, hogyan tudjuk alkalmazni a fentiekben leirtakat néhany feladatban.

10. feladat. Csongor, aki a C = (—2; —1) pontban lakik az idedlis virosban, minden reggel futni jar. Eqy bardtja,
akinek otthona a B = (2;2) pontban van, gy dént, hogy csatlakozik hozzd. Elhatdrozzak, hogy mindig a vdros hatd-
ran fognak taldlkozni. Kiszdmoltdk, hogy ez csak gy sikerilhet, ha a Csongor és bardtja dltal futott tdv pontosan 9
hdztémbnyi. Melyek lesznek a vdros szélét jelzd pontok?

Megoldas. Vegyiink fel egy koordinata-rendszert és abban jeloljiik a C = (—2; —1) és B = (2;2) pontokat. Azokat
a P pontokat keressiik, amelyekre teljesiil, hogy dr(P;C) + dr(P; B) = 9, amely egy taxi ellipszis. Legyen példaul
dr(P;C) =1 és dp(P; B) = 8. Ekkor ez azt jelenti, hogy a B és C' pontoktol adott tavolsagra 1évé pontok halmazat
keressiik, vagyis taxi koroket. Ha abrazoljuk el6szor a C-t6l 1 és a B-t6l 8 taxi tavolsadgra 1évé pontokat, a két taxi kor
két metszéspontjira igaz lesz a feltételiink, amely ebben az esetben nem két metszéspont lesz, hanem a kis taxi kor
két teljes oldalszakasza, mivel azok teljes egészében a nagy taxi kor oldalszakaszainak részei. Ugyanezt megtehetjiik
forditva is, miszerint ha felrajzoljuk a C-t6l 8 és a B-t6l 1 taxi tavolsagra 1évs pontokat, ekkor ismét két oldalszakaszt
fogunk kapni. Nézziik meg, hogy a 9 még hanyféleképpen bonthaté fel két szam Osszegére. Ha a 2 és 7 sugara taxi
korok metszik egymast, akkor két metszéspontot fogunk kapni és ugyanez torténik, ha a 3 és 6 sugari taxi korok esetét
vizsgaljuk meg. Ha azonban a 4 és 5 sugard taxi korok metszetét képezziik, azok egy pontban és két oldalszakasz egy
kis szakaszan fogjak metszeni egymast. Ezek a pontok egy taxi ellipszist fognak alkotni, ahogyan azt a 13. dbrdn is
lathatjuk. Ezek lesznek a varos szélét jelzé pontok.
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13. dbra

11. feladat. Ddra, aki az idedlis vdrosban lakik, iroddt keres a vdllalkozdsdnak. Ugy szeretne helyet taldlni, hogy
a D = (—2;1) pontban elhelyezkedd lakdsdtdl az iroddig, valamint az L = (4;1) pontban lévd dvoddtdl, ahova a ldnya
jdr, az iroddig legfeljebb 10 hdztombnyi tavolsdgot kelljen megtennie. Hol keressen iroddt?

Megoldas. A koordinéta-rendszerben vegyiik fel a D és L pontokat. Azokat a P pontokat keressiik, amelyekre
teljesiil, hogy a D-t6l és L-t6l vald tavolsagok Osszege kisebb vagy egyenls, mint 10, vagyis dr(P; D) + dr(P; L) < 10.
Keressiik meg elséként azokat a pontokat, amelyekre a tavolsdgok Osszege pontosan 10 haztombnyi. A 10 tébbfélekép-
pen is felirhat6 két pozitiv egész szam Osszegeként. Ha megnézziik elGszor az 1 és 9 sugara taxi kordket, észrevehetjiik,
hogy ezeknek nincs egyetlen koézos pontjuk se. A 2 + 8 felbontas esetében rajzoljuk fel a D kbézéppontd 2 sugard, és
az L centrumu 8 sugaru taxi koroket. Azt tapasztaljuk, hogy ezen négyszogeknek ezuttal nem egy vagy két metszés-
pontja lesz, hanem a kisebbik kor két teljes oldalat fedi a nagy kor Ezek mind jo pontok lesznek, hiszen teljesiil rajuk
a feladat feltétele. Ugyanezt meggondolhatjuk forditott esetben is, ahol a D centrumu 8 sugart, és az L kézépponti
2 sugart taxi koroket metssziik Ossze. Ez annak koszonhetd, hogy a két megadott pont egy egyenesre illeszkedik.
Az Gsszes tobbi felbontashoz tartozo korok két pontban fogjak metszeni egymast. Ha az Gsszes lehetséges felbontast
abrazoljuk, akkor a 14. dbrdn lathaté taxi ellipszist fogjuk kapni. Ha Doéra ezen a vonalon taldl irodat a véllalkoza-
sédnak, akkor teljesiilni fog ra a feladat feltétele. Azonban megfelel6 pontok lesznek azok is, amelyeknek az 6vodatol,
illetve a lakastol vett tavolsagaik Osszege kevesebb, mint 10 haztomb. Ha felrajzolnank azt az ellipszist, amelyre
dr(P; D)+ dr(P; L) = 11 teljesiil, akkor azt tapasztalnank, hogy része lesz az el6z6 alakzatunk, vagyis minél nagyobb
tavolsagot adunk meg a tavolsadgok Osszegeként, annal nagyobb ellipsziseket fogunk kapni. Ez azt jelenti, hogy ha
azt keressiik, hogy hol kevesebb az 0sszeg, mint 10, akkor annak az ellipszisnek a bels§ pontjaira lesz igaz az allitas,
amelyekre dp(P; D) + dp(P; L) < 10 teljesiil. Vagyis Doéra ezen a taxi ellipszisen beliil is talalhat maganak megfelels
irodat.
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14. dbra

12. feladat. Egy ipari vdllalat gydrat szeretne épiteni az idedlis vdrosban ugy, hogy a tdvolsdgok dsszege a gydrtol
a R = (5; —1) pontban elhelyezkedd repildtérig, illetve a V = (—5; —3) helyen lévd vasitdllomdsig legfeljebb 16 hdztomb
legyen. A vdros azonban a zajszabdlyozds érdekében eldirja, hogy a K = (—4;2)-ben elhelyezkedd konyvtdr 3 hdztémbds
kornyezetében nem épilhet fel a gydr. Mely teriletre épitkezhet a vdllalat?

Megoldas. Helyezziik el a megadott R = (5; —1) pontban 1év6 repiilteret, a V = (—5; —3) helyen 1év6 vasatal-
lomast és a K = (—4;2)-ben elhelyezked konyvtarat egy koordinata-rendszerben. Elgszor jeloljiik azokat a pontokat,
amelyek 3 haztémbnyire vannak a konyvtartol, hiszen tudjuk, hogy erre a teriiletre nem épiilhet fel gyar. Mivel egy
adott ponttol adott tavolsidgra lévs pontokat szeretnénk meghatarozni, egy taxi kort fogunk keresni, amelyet a 2. sza-
kaszban leirtak alapjan fel tudunk rajzolni. Masodszor pedig azokat a pontokat keressiik meg, ahol a tavolsagok Osszege
gyértol a repiil6térig és a vasutallomasig legfeljebb 16 haztomb. Vagyis matematikailag atfogalmazva a feladatot, azokat
a P pontokat keressiik, amelyekre teljesiil, hogy dr(P; R) + dr(P; V) < 16. Ezek alapjan megallapithatjuk, hogy egy
taxi ellipszist keresiink, amelynek a fokuszpontjai az R és V' pontok és mivel ezek nem egy egyenesre illeszkednek, igy
a 10. feladatban leirtakhoz hasonléan meg tudjuk rajzolni az alakzatot. Mivel nekiink nemcsak azok a pontok lesznek
jok, amelyekre a tavolsadgaik 6sszege R-t6l és V-t6l pontosan 16, hanem azok is, amelyekre a tavolsagosszeg ennél kisebb,
ezért ismét az ellipszis belsejében 1év6 pontok is megfelelének bizonyulnak. Lathaté azonban, hogy a K pont 3 sugari
kore belemetsz az ellipszislapba. Errél tudjuk, hogy ide nem épitkezhetiink, viszont barhova mashova az ellipszisen
beliil igen, ahogyan a 15. dbrdn is lathatjuk.
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15. dbra

4. Egy tovabbi érdekesség

Mint ahogyan emlitettiik, a taxi geometria egy sokkal jobb modellt ad a vérosi kozlekedésre az euklideszi geo-
metridval szemben. Tudunk azonban még olyan valtoztatasokat bevezetni a tavolsagfiiggvényen, amelyekkel az idedlis
varosunk jobban fog hasonlitani egy atlagos varoshoz, viszont ezéltal egy kicsit bonyolultabb matematikat is kell
alkalmaznunk.

Vezessiink be egy tomegkozlekedési eszkozt, példaul egy metrot, amely a 16. dbrdn lathato L vonalon kozlekedik és
az allomasai az L egyenes egész koordinatdja pontjai. Ha ezt a kozlekedési eszkozt hasznaljuk, akkor az csokkentheti
bizonyos pontok kozott a tavolsagot. Tegyiik fel, hogy az A = (—3;6) ponton allunk és szeretnénk eljutni a P =
(3;3) pontban lévs pékségig. Ezt példaul ugy tehetjiik meg, hogy elsétalunk 3 haztombnyi tavolsagot a (—3;3) pontig
majd feliiliink a metrora, amellyel eljuthatunk a (3;1)-ig és innent6l mar csak 2 haztémbot kell sétalnunk a P pontig.
Vagyis a gyalogosan megtett ut A-bol P-be 5. Természetesen, ha més lett volna a kiindulési helyiink, mondjuk a B =
(1;5) pont, akkor nem kellett volna hasznalni a metrot, gyalogosan is eljuthatunk a kivant helyre, amely ekkor pontosan
4 héztombnyire lesz t6liink. Nevezziik el az Gj tavolsagfiiggvényiinket a tomegkozlekedési eszkoziink miatt dys-nek, és
definialjuk a kovetkezoképpen: dys legyen a dp(X;Y) tavolsag, valamint a dr(X;Q) + dr(Y; Q) kifejezések koziil
a legkisebb, ahol @ befutja a metréalloméasokat (azaz mindig az X-hez legk6zelebbi alloméson szallunk fel és az Y-hoz
legkozelebbin szallunk le). Ekkor dys(A; P) =5 és dp(B; P) = 4.
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16. dbra

Ha azt szeretnénk, hogy az idealis varosunk egy még jobb modellt adjon, bevezethetiink tébb metrévonalat, vagy
esetleg telepithetiink egy tavat a varosba. A valddi vilag nyijtotta felvethets kérdések szama innentdl kezdve végtelen,
és jol lathato, hogy a felvet6ds problémak egy kozépiskolas szamara is érdekesek és megoldhatok.
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