I. rész

1. Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn az aldbbi egyenleteket (ha a megoldds pontos értéke nem raciondlis szdm,
akkor kozelitd értéket is adjunk):

a) 3272 492l — 4, (5 pont)

b) logy(z — 3) + (log, (8z — 24))2 = 6,25. (7 pont)

Megoldas. a) Az egyenlet alakja ekvivalens atalakitasok utan:
(321+1)2 +3.320+F1 _ 4 —q,

Ez a mésodfoki egyenlet gyokképlete alapjan akkor teljesiil, ha 327! = 1 = 3°, vagy ha 32! = —4. Nyilvan csak
az els6 egyenlGséget teljesitd  van, ami a 3 alapt exponencidlis fliggvény szigort monotonitasa miatt fennallé 2x+1 = 0
egyenletbdl az x = —0,5 érték.

Ezért ez az eredeti egyenlet megoldasa.

b) Az egyenlet alakja = > 3 esetén a logaritmus azonosségai alapjan

2
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és tovabbi ekvivalens atalakitasokkal:

4logy(z — 3) + (3 + logy(z — 3))* = 25,
(logy(x — 3))* + 101ogy(z — 3) — 16 = 0.

Ez log,(z — 3)-ben méasodfoku egyenlet, igy a gyokképlet alapjan

—10+ /100 + 64
logy(x — 3) = 5 R 5+ V41,

Ebb6l o = 3 + 2~ 5+VIL
Ezért az eredeti egyenlet megoldésai:

21 =3+27 VA X 56447 65 a9 =3+ 2757 V4 x3.00037.

2. Egy haromszdg oldalhosszai olyan szamtani sorozat elsd harom eleme, amelynek mdsodik eleme 6.

a) Adjuk meg azt a szdmhalmazt (a legegyszerabb alaki) pontos értékekkel, amelynek elemei az ilyen hdromszigek
teriletei. (7 pont)

b) Van-e az ilyen hdromszogek kozott mazimdlis teriletd, van-e minimdlis teriletd? Ha igen, akkor melyik az?
(2 pont)

¢) Van-e az ilyen hdromszogek kozott két olyan, amelyeknél a beirt kor sugara egyenld? Ha igen, akkor melyek azok?
(8 pont)

Megoldas. a) A szamtani sorozat differenciajanak abszolat értékét d-vel jeloljik, igy az oldalhosszak 6 — d, 6 és

6 + d, ahol nyilvan 0 < d, és a haromszog-egyenlGtlenség miatt 6 +d < 6 — d + 6, azaz d < 3.
A haromszog teriiletét a Héron-képlettel szamoljuk ki. A félkeriilet:

,_6-d+6+46+d _

9.
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A teriilet:

T=/9(9~ (6 )(9—6)(9— (6+d)) = V279 — ).

Ebbél 0 < d < 3 miatt kovetkezik, hogy 0 < T < V279 = 9\/5, és T minden ilyen értéket felvesz, igy a keresett
szamhalmaz ]O; 9\/5} .

b) Az a) megoldasabol kovetkezik, hogy ilyen haromszogek kozott minimalis teriilett nincs, maximalis teriiletd van,
a d = 0 esetben. Ez a 6 oldalhosszisagu szabalyos haromszog.

¢) Ismeretes, hogy a haromszog beirt korének sugara o = —. A feladatban szerepls haromszogeknél s = 9 allando,

s
igy o és T kapcsolata kolcsonos és egyértelm, tehat o és d kapcsolata is az. Ezért a feladatban szereplé haromszogeknél
a kiilonb6z6 haromszogek beirt korének sugara is kiilénbozik.

Tehat nincs két olyan haromszog, amelyeknél a beirt kor sugara egyenld.



3. Egy tgyfél egy bankbol 1980-ban felvett eqgymillié Ft kélcsont, évi 5%-o0s kamatra, 20 évi, évente egyszeri, azonos
Osszegl torlesztési kotelezettséggel.

a) Mennyi volt az évi torlesztési dsszeg, 10 Fit-ra kerekitve? (5 pont)

A kélcsonszerzédést nem lehetett megudltoztatni a novekvd inflicid ellenére sem, pedig 1992-ben (12 évvel a tdr-
gyalt hitelfelvétel utdn) mdr a bank adott 10%-0s kamatot a ndla elhelyezett pénzre. Ezért a bank a fent leirt kélcson
felvevdjének felajinlotta, hogy hdtralevd tartozdsdt megsziintetheti, ha az éppen fenndlld tartozdsdnak 90%-dt kifizeti.

b) Mennyivel tartozott az tgyfél 12 év leteltével? (4 pont)

¢) Mennyit helyezzen el az tgyfél egy (mdsik) bankban, hogy abbdl az eredeti torlesztd részletét évente kivéve és
10%-o0s kamattal szimolva 8 év alatt megszintesse a tartozisdt? Erdemes-e elfogadni a bank ajdnlatdt, vagy kisebb
dsszegnek egy (mdsik) bankban vald elhelyezésével érdemes tovdbb tirleszteni a tartozdsdt? (4 pont)

Megoldas. a) A feladatban leirt kolcsontorlesztésre T koleson, n évre, p%-os kamat és t torlesztOrészlet esetén,

g=1+ b jeloléssel az ismert képlet érvényes:
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Ebbdl a mi esetiinkben: 20
1,05%Y - 0,05
t=1000000- ———.

1,0520 — 1

Ezt zsebszamologéppel kiszamolva és azt tizesre kerekitve: ¢ ~ 80240 Ft.
b) A jaradékszamitasi képletet hasznalva és hasonloan kiszamolva a 12 év utan fennéllo tartozas:

1,052 — 1

~ 518 660 Ft.
0,05

1000000- 1,052 — ¢

¢) Egy bankban elhelyezett x 6sszegbdl a fenti ¢ évjaradékot kivéve 8 év alatt évi 10% kamat mellett megsziinik

1,18 -1
az adossag. Az x 1ép a képletben T helyébe: z - 1,18 — t7071' Ebbasl
115 —1

~ 428070 F't.

€r =

"0,1-1,18

Mivel az 518660 Ft Osszeg 90%-a 10 Ft-ra kerekitve 466790 Ft > 428070 Ft, érdemes folytatni a fenti modon
a torlesztést.
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4. Jelolje k azt a kért, amelyik érinti a koordindta-rendszer x tengelyét, és érinti az f(x) = 5(12 +20) (z € R)

fiigguény grafikonjdt a figguénynek a 2 abszcisszdju pontjdban. (A fiigguény grafikonjinak az érintése egy pontban azt
jelenti, hogy az érintd kor ebben a pontban érinti a grafikonhoz az adott pontban hizott érintdt, és az érintd elvdlasztja
a grafikont és a kért.)

a) Irjuk fel a k kir egyenletét. (7 pont)
b) Mennyi annak a korldtos sikidomnak o terilete, amelyet az y tengely, az x tengely, a k kir és a figgvény
grafikonja hatdrol? (7 pont)

Megoldas. a) A fliggvény 2 abszcisszaju pontja E(2;8), a fiiggvény grafikonjahoz ebben a pontban hizott érin-
t6 iranytangense f'(2) = 3 A k kor kozéppontja azon az egyenesen van, amely athalad a E(2;8) ponton és egy

normalvektora 7(3; 4), ezért az egyenes egyenlete 3z 4+ 4y = 38.




A k kor K (u;v) kozéppontja rajta van az egyenesen, ezért 3u + 4v = 38, méasrészt ugyanolyan tavol van E-t8l,
mint az x tengelytdl, igy

\/(u—2)2+(v—8)2:v,

és erre (u—2)> + (v —8)% = v? is teljesiil, de a feladat szerint nyilvan csak u > 2 és 0 < v < 8 lehet, mert a kor
az érintének a fiiggvény grafikonjaval ellentétes oldalan és az = tengely felett van.

A 3u+4v =38, (u—2)* + (v — 8)% = v? egyenletrendszert oldjuk meg. Mivel 3(u — 2) = 32 — 4v, gy (32 — 4v)” +
9(v — 8)> = 9v2. Ebb6l 25(8 — v)? = 9v?, és az u-ra, v-re tett feltételek miatt v =5 és u = 6.

A kor egyenlete (z — 6)* + (y — 5)” = 25.

b) A keresett teriilet kiszamitasahoz felhasznéljuk a fliggvénynek a [0; 2] intervallumon vett gorbe alatti ¢, teriiletét,
az A(2;0)E(2;8)K(6;5)B(6;0) trapéz to teriiletét, és az FK B korcikk t3 teriiletét.
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9 3 9
, = AEFBE iy 845 o,
2 2
t3:52w-2ﬁ —125-a, ahol a = EKB«.
™

Az EK B haromszogben a koszinusz-tételt alkalmazva:

FEK?+ KB? - EB?> 25+25— (64 + 16)
cosa = = = —0,6,
2FEK - KB 2-5-5

igy t3 értéke zsebszamologéppel szamolva és 3 tizedesre kerekitve 27,679. A keresett teriilet:

128
b=ttty —ty=—~+26-125 0~ 1254

II. rész

5. a) Oldjuk meg az X halmazra az A\ X = B; AU X = C egyenletrendszert, ahol az adott A, B, C halmazokra
B C ACC teljesil. (6 pont)
b) Igazoljuk, hogy az A és B itéletekre az (AV B) A (AV —B) és A itéletek ekvivalensek. (6 pont)

1
c) Igaz-e, hogy VH C RT ésVh € H esetén In € N1 4igy, hogy — < h < n? Ha nem, akkor adjunk rd példdt,
77 n
ha igen, akkor irjuk le, hogy az ilyen n figg-e a h-tdl, vagy nem? Allitasunkat bizonyitani nem kell. (4 pont)

X=(AUX)\(A\X), ezért X =C\ B.

b) Az (A; B) itéletpar lehetséges (i;1), (i;h), (h;i), (h;h) értékeit az (A V B) A (A V —=B) itéletre kiprobalva rendre
az i, i, h, h értéket kapjuk, ami az A értéke, tehat valoban ekvivalensek.

c) Igaz, és az n fiigg a h-tol.

6. a) Hdny olyan 2018 pontd, pdronként nem izomorf fagrdf van, amelyekben nincs hdromndl tobb €lt tartalmazd
ut? (11 pont)
b) Hol helyezkednek el a koordindta-rendszerben azoknak a 2018 ponti fagrdfoknak a pontjai, amelyek mindegyikének
pontja az origd, és minden élének a két végpontja olyan (x1;y1), (x2;y2) pont, amelyre x1, y1, 2, Y2 egész szamok, és
az (r1 — x2), (y1 — y2) szdmoknak az egyike 0, a mdsik 0, 1, vagy —1. (5 pont)

Megoldas. a) Ha egy 2018 ponti fagrafban nincs haromnal t6bb élt tartalmazé ut, akkor — mivel a graf 6sszefiiggs —
a leghosszabb 1t ketts vagy harom élt tartalmaz benne. Ha a fagraban minden 1t legfeljebb két élt tartalmaz, akkor
egy ilyen ut legyen az AB, BC élekbdl allo ABC részgraf. Ez a részgraf a fagraf mas (A, B, C csucsoktol kiilonbo6zb)
P csicsdhoz sem A-bol, sem C-bdl induld, B-t nem tartalmazo dttal nem csatlakozhat, mert kiillonben lenne a grafban
harom élbgl 4ll6 ut. Tehat BP ut van a fagrafban, de ez csak a BP él lehet, mert kiilonben A-t P-vel két élnél hosszabb
at kétné Gssze.

Ezért (izomorfiatol eltekintve) csak egy olyan 2018 pontt fagraf van, amelyben nincs ketténél tobb élt tartalmazo
ut. Ha egy 2018 pontu fagrafban minden ut legfeljebb harom élbdl all, és van harom élbgl allo ut, akkor legyen egy
ilyen az AB, BC, C'D élekbdl 4ll6 ut.

A fentihez hasonl6éan belathatd, hogy egyrészt sem A-hoz, sem D-hez nem csatlakozhat a graf tovabbi éle, mert
kiilonben lenne harom élnél hosszabb ut; masrészt a graf minden tovabbi pontjat a B és C pont koziil pontosan
az egyikkel él koti 6ssze, mert kiilonben lenne harom élnél hosszabb ut (vagy egy kor).



Tehat, ha egy 2018 pontu fagrafban minden ut legfeljebb harom élbél all, és van harom élbél 4ll6 at, akkor a grafnak
az AB, BC, CD éleken kiviil n darab (0 < n < 2014) B-hez csatlakoz6 olyan éle, és (2014 — n) darab C-hez csatlakozd
olyan éle van, amelynek méasik végpontja nincs A, B, C, D kozott. Rogzitett n esetén az n-hez és a (2014 — n)- hez
tartozo két graf izomorf (illetve n = 1007-nél azonos), tehat 1008 kiilonbo6zs ilyen fagraf van.

Igy a keresett szam 1009.

b) A feladatban leirt fagrafnak az origot a graf tetszéleges P(x;y) pontjaval 6sszekots tt éleinek szama nem kisebb,
mint |z| + |y|, gy |z| + Jy| < 2017.

Ezért P benne van az N = (2017;0), (0;2017), (—2017;0), (0; —2017) négyzetben, annak a hatéarat is beleszamitva.
Mivel N minden pontja nyilvin valamelyik fagrafnak pontja, ezért a fagrafok pontjai az N négyzet belsejében vagy
hataran elhelyezkedd pontok.

7. Egy tarsasdg 5 ndébdl és 5 férfibdl dll, és kiztik két hdzaspdr van.

a) Hdnyféleképpen ilhetnek le egy kerek asztal kioré, ha minden nd mindkét oldaldn férfi al? Két leilés kilonbizd,
ha van olyan személy a tdrsasdgban akinek a két leilésnél legaldbb az egyik oldal (jobb vagy bal) feldl nem ugyanaz il,
mint a mdsik leilésnél. (4 pont)

b) Hanyféleképpen ilhetnek le egy kerek asztal koré, ha minden nd mindkét oldaldn férfi il, és mindkét férj a felesége
jobb oldaldn ul (két leiilés kilonbézd olyan mddon, mint az a) esetnél). (4 pont)

¢) Mennyi annak a valdszinisége, hogy a tdrsasdg gy il le, hogy minden nd mindkét oldaldn férfi il, de egyik férfi
sem il a felesége mellett? (8 pont)

Megoldas. a) Mivel ugyanannyi férfi van, mint né, és két n¢ nem il egymas mellett, ezért nék és férfiak felvaltva
ilnek. A ndk ciklikus permutéacioban 4! = 24-féleképpen iilhetnek le. A ndk leiilése utan a férfiak letilésének ciklikus
cseréje mar valtozast jelentene a leiilésben, ezért az 6 leiilésiik szama 5! = 120. Igy a tejes leiilési szam a kettd szorzata:
24 - 120 = 2880.

b) A nok ciklikus permutécioban 4! = 24-féleképpen iilhetnek le. Ezeknél a leiiléseknél a két férj helye rogzitett,
a tovabbi harom férfi pedig 3! = 6-féleképpen iilhet le. Tehat a keresett szam 24 - 6 = 144.

¢) A jobb leiras érdekében megjeldljiik a székeket, nagybetiivel a nék, kis bettivel a férfiak székét, az 6ramutatod
jarasa szerint: A a B b C ¢ D d E e. Az egyik (mindegy, hogy melyik) férjes né (ni) helyét rogzitjik, legyen ez A.
A masik férjes n6 (n2) 4 killonb6z6 helyre ilhet.

Ha B-re iilt, akkor az n; nd f; férje 3 helyre: b, ¢, illetve d székekre iilhetett, és ekkor fo férj rendre a (c,d,e),
a (d,e), illetve a (¢, e) székekre iilhetett. Ez 7 eset.

Ha no C-re iilt, akkor f; ugyanazokraa b, ¢, illetve d székekre {ilhetett, és ekkor f férj rendre az (a, d, €), az (a, d, €),
illetve az (a, e) székekre iilhetett. Ez 8 eset.

A szimmetria miatt, ha ne nem B-re, hanem F-re, illetve nem C-re, hanem D-re iilt, akkor is a férjek leiilésére 7,
illetve 8 lehetGség van. Tehat a hazastarsak leiilésére 30 lehetség van. Mindegyiknél 3! = 6 lehetGség a tobbi férfi
letilésére, és 3! = 6 lehetGség a tobbi nd leiilésére. Tehat, ha a tarsasag ugy il le, hogy minden né mindkét oldalan férfi
il, de egyik férfi sem iil a felesége mellett, akkor a lehetséges leiilések szama 30 -6 - 6 = 1080.

Az Osszes leiilések szama az a) rész szerint 2880, tehét a keresett valoszintség % = g
8. Legyen
sin 2z, ha 0<z<m,
- f
|2sin(z —7)|, ha <z <3m
a) Differencidlhatd-e a fiigguény az xo = 7 pontban? (4 pont)
b) Adjuk meg azt a legbdvebb halmazt, amelyen a figguény szigorian monoton névekvd, és amelyen szigorian
monoton csokkend. (6 pont)
c¢) Adjuk meg bizonyitds nélkil a fiigguény szélsdértékeinek helyét és értékét, de jelezzilk nem csak azt, hogy minimum
vagy mazximum, hanem a szélséértéknek a szigori, a helyi és az abszolut tulajdonsdgdt is. (6 pont)

Megoldas. a) Ha egy g(x), x € (a;b) fliggvény differencialhat6 az xo € (a;b) pontban, akkor a differencialhanyados
definicidja szerint nyilvanvalo, hogy a g(z), = € (a;xzo] fiiggvény is és a g(x), x € [xo;b) fliggvény is differencialhato
xp-ban, és a differencalhanyadosok egyenldk.

Ennek alapjan az f(z) = sin2z, ha 0 < z < 7 fiiggvény differencialhdnyadosa m-ben 2cos2m = 2, és az f(x) =
|2sin(z — )|, ha m < o < 37 fiiggvény differencidlhanyadosa m-ben 2 cos0 = 2.

Masrészt az f(x) = sin2z, ha 0 < z < r fiiggvény differencidlhanyadosa 7-ben 2 és az f(z) = |2sin(z — 7)|, ha
m < x < 3r fiiggvény differencidlhanyadosa 7m-ben 2 miatt az

F@) = {sin?x, ha 0 <z <,
|2sin(z — )|, ha 7 < < 3m.

fiiggvény is differencidlhato 7-ben (és a differencidlhanyadosa 2).

A bizonyitas tehat arra a tételre vald hivatkozassal torténik, hogy egy fliggvény az értelmezési tartomanyéanak belsd
pontjaban akkor és csak akkor differencidlhato, ha abban a pontban van jobb és bal oldali differencidlhanyadosa, és
azok megegyeznek.



1 3 3 5
b) A fiiggvény a [O; Zw}, |:Z7T' —77}, [2#; §7T] intervallumokon szigoran monoton névekvd, mert a végpontok

2
NPT . s i 1 3 3 3
kivételével a differencialhanyadosok pozitivok: | 0; i -ben 2cos2z > 0, 15 -ben megosztva: T -ben

3 )
2cos2z >0, |:7T; §7T) -ben 2 cos(z — ) > 0, és (27T; §7T) -ben |2 cos(z — )| > 0.

De a zart intervallumokon is érvényes a szigori monotonitas, a definici6é alapjan bizonyithaté. Ugyanis az interval-
lum kezd&pontjaban felvett fiiggvényérték kisebb, a végpontjaban felvett fliggvényérték pedig nagyobb, mint a nyilt

intervallumban felvett fiiggvényérték.

1 3 3

Hasonléan bizonyithatd, hogy az —m; 27|, | =m; 37r] zart intervallumokon az f(z) fliggvény szigortian

471" |2 2
monoton csokkend: az intervallumok belsejében a differencialhdnyados negativ, a végpontokra a szigortt monotonitas
a definicié alapjan belathato.

¢) A szélséértékek helye és értéke:

x = 0-ban szigort helyi minimum van, értéke 0.

r= Zﬂ—ben szigora helyi maximum van, értéke 1.
T = Zw—ben szigor abszolit minimum van, értéke —1.

3
x = —7-ben szigoru helyi és abszolut (nem szigort) maximum van, értéke 2.
x = 2m-ben szigord helyi minimum van, értéke 0.
T = §7r—ben szigort helyi és abszolit (nem szigort) maximum van, értéke 2.
x = 3m-ben szigord helyi minimum van, értéke 0.
9. Egy konyvesboltban hdrom kiaddnak (jelolésik legyen A, B, C) mind a négy kizépiskolai évfolyam részére szolo

matematika tankonyve megtaldlhato, druk az évfolyamtol nem, csak a kiadotol fiiggden rendre 1500 Ft, 1800 Ft és
2000 Ft. A kényvekrél a boltban levd példinyok szamdra vonatkozdan az alabbi adatok dllnak rendelkezésiinkre.

9. éuvfolyamos: A-bol 102 db, B-b4l 120 db, C-b4l 78 db van;
10. éufolyamos: dsszesen 220 db van, druk dtlagosan 1750 Ft;
11. éufolyamos: dsszesen 210 db van, druk dtlagosan 1760 Ft;

12. évfolyamosrdl:  nincs adat,
de tudjuk, hogy a négy évfolyamébdl egyiitt (tehdt az dsszes kinyv) 810 db van, druk dtlagosan 1760 Ft. (Az dtlagok
egészre kerekitett értékek).

a) Mennyi a raktdron levd 9. évfolyamos kényvdrak mdédusza, medidinja, dtlaga és szordsa? (6 pont)
b) Mit tudunk a fenti adatok alapjin a 12. évfolyamos konyvek szimdrdl és dtlagdrdrol? (5 pont)
¢) Ha az A kiado raktdrban levd kényveinek a szdma 305, akkor mennyi a B és a C kiaddk raktdrban levd kényveinek
szdma, egészre kerekitve (az dtlagok is egészre kerekitett értékek voltak)? (5 pont)

Megoldas. a) A 9. évfolyamos kényvarak modusza: 1800, medianja: 1800. Atlaga:

102 - 1500 + 120 - 1800 4 78 - 2000
102 + 120+ 78

= 1750.

Szoérasa:

102 - (1500 — 1750) + 120 - (1800 — 1750) + 78 - (2000 — 1750)*
102+ 120 + 78 ’

egészre kerekitve 196.

b) A 12. évfolyamos konyvek darabszamat az Osszesb6l a tobbi évfolyamos darabszamat levonva kapjuk, szama:
810 — 300 — 220 — 210 = 80. Ha a 12. évfolyamos konyvek atlagara x Ft, akkor az Osszes konyv arat kétféleképpen
kiszdmolva az x-re egyenletet kapunk:

810-1760 = 300 - 1750 + 220 - 1750 4 210 - 1760 + 80z.

Ebbdl a 12. évfolyamos konyvek atlagara: = 1825 Ft.
c¢) Legyen a B, illetve a C kiadok raktarban levé konyveinek szama b, illetve c. Tehat b+ ¢ = 810 — 305 = 505, és
az atlagaruk alapjan
1500 - 305 + 1800b + 2000c = 810 - 1760, azaz 18b+ 20c = 9681.

A két egyenletbdl (egészre kerekitve): b = 220 és ¢ = 285.



