I. rész

1. Egy bolthdlozat hiszéves fenndlldsa alkalmdbol azzal kedveskedik a vdsdrloknak, hogy 20% kedvezményt kapnak
vasdrldsuk dsszegébdl, ha 4 kockdval dobva a dobott szamok dsszege legaldbb 20.

a) Mekkora ennek a valdszinidsége?
b) Becsiiljiik meg, mennyibe keril a vdllalatnak ez az akcié a jubileumi évben, ha 38000 vdsdrldra szimitanak és

a vdsdrldsok osszegszeri megoszldsdt az aldbbi tablazatban adtdk meg:

0-4999 Ft | 12%
5000-9999 Ft | 36%
10000-14999 Ft | 47%
15000-50000 Ft | 5%

(11 pont)

Megoldas. a) Az Gsszes esetek szama: Ny = 67 = 1296.
Kedvezs esetek:

64+6+6+6=24,54+5+5+5=20 | 2:-1=2eset
546+6+6=23,44+6+6+6=22,

34+46+6+6=21,2+6+6+6=20,
5+5+5+6=21
54+5+6+6=224+4+6+6=20
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44+54+64+6=21,44+6+5+5=20, | 3- +2=23-12 = 36 eset

3+5+6+6=20
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Ny, = 70.

N 70
A keresett valosziniiség: p = Fl; = 1296 ~ 0,054.

b) A varhato 38000 vasarlo koziil a kapott valdszintség szerint 2052 fog nyerni. A nyerteseket a vasarlasok meg-
oszlasa szerint szétosztva, és a megadott Osszeghatarok kozépértékével szamolva:

2500 Ft 12% 246 615 000
7500 Ft | 36% 739 | 5542500
12500 Ft | 47% 964 | 12050000
32500 Ft 5% 103 | 3347500
Osszesen: | 100% | 2,052 | 21555000

Tehat varhatoan 21555000 Ft-ba fog keriilni a jubileumi akcié a cégnek.

2. Egy LED ldmpdt gy alakitottak ki, hogy a LED fényforrdisokat eqy félgomb feliletén helyezték el és azért,
hogy a felillete ne legyen vakito, eqy gombszelet alaku opdlos burdt helyeztek folé az abranak megfeleléen. A két bura
falvastagsiga elhanyagolhats. A félgomb sugara 15 cm, a bura felilete pedig pont kétszerese a félgomb felszinének.
A lampdkat a gydrban négyzetes oszlop alaki papirdobozokba csomagoljik gy, hogy a csillirok ne mozdulhassanak el
a dobozban. Mekkordk legyenek a dobozok kilsd méretei, ha a rétegelt papir vastagsiga d =5 mm? (12 pont)




Megoldas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit. A félgomb koézéppontja legyen O, sugara r = 15 cm, a gdmbszelet
kozéppontja K, sugara R, magassaga m.
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A félgomb felszine: A = 2772, a bura felszine: Ap = 27 Rm. A feltétel szerint Ap = 2A, vagyis 2nRm = 47nr?,
amib6l Rm = 2r2. A BKO derékszogt haromszogben irjuk fel a Pitagorasz-tételt:

(m— R)2 +1r? = R?,
m? —2mR + R* +r? = R?,
m? = 2mR — r2.
Behelyettesitve Rm értékét: m? = 3r2. Mivel m > 0, igy m = V3r ~ 25,98 cm és
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A doboz kiils6 méretei: a = 2(R + d) ~ 35,64 cm és m =~ 25,98 cm.

R =

3. Egy személyauto fedélzeti szamitogépe az dtlagfogyasztist az eldzdleg megtett 100 km alapjdn szamitja. A tankban
lévd tizemanyag mennyiségét is ismerve igy azt is jelzi, hogy hdny km-t tudunk még autdzni a meglévd tizemanyaggal,
nevezzik ezt hatotdvolsdg. Eqgy alkalommal induldskor a hatotdv kijelzett értéke 500 k. Egyenletes sebességgel haladunk
autopdlydn. 50 km megtétele utin a kijelzé 588 km-es hatotdvot jelez. Ezutdn még 680 km-t tesziink meg ugyanezzel
az egyenletes sebességgel, amikor az tizemanyag jelzd vészvillogo kigyullad, jelezve, hogy mdr csak 5 1 tizemanyagunk
van. Mennyi izemanyag volt a tankban induldskor?

Megoldas. Legyen a tankban 1év6 ilizemanyag indulaskor x liter, az autopalyan torténs egyenletes haladaskor
x
a fogyasztas y liter/km. Mivel a hatotav indulaskor 500 km, igy az elGz6leg megtett 100 km-en =00 liter/km volt

az atlagfogyasztas.
50 km megtétele utan a gépkocsi 50y liter lizemanyag fogyasztott, ezért a tankban most = — 50y liter benzin van.
Az el6z6 100 km-en az atlagfogyasztés:

1 ( x n )
2 \500 Y/
Ezzel a fogyasztassal szdmolva a tankban 1évé {izemanyag még 588 km-re lenne elegendd, igy

588( T
2

%4—3/):33—503;.

Indulastol a vészvillogo kigyulladasaig 50 + 680 = 730 km-t tettiink meg y liter /km atlagfogyasztassal, vagyis 730y li-
ter lizemanyagot fogyasztottunk el, ezért © — 730y = 5. A masodik egyenletbdl x-et kifejezve: x = 730y + 5. Ezt
visszahelyettesitve az els6 egyenletbe és rendezve:

730y + 5
294 (%&L + y) = 730y + 5 — 50y,

723,24y + 2,94 = 680y + 5,
43,24y = 2,06,
y ~ 0,047 641.

Ezt beirva a masodik egyenletbe: x ~ 39,78. Tehat indulaskor 39,78 liter iizemanyag volt a tankban.



4. Egy torony csonkekup alaki kupoldje alul 4 m, felil 3 m keriletd, alkotdja pedig 2 m. A kupola egyik oldaldn
eqy hangya mdaszik fel a torony tengelyének sikjiban, 47 cm-re van a kupola alsd szegélyétdl. A vele dtellenes oldalon
egy mdsik hangya mdszik felfelé ugyanabban a sikban, és mdr csak 3 cm hidnyzik, hogy elérje a kupola tetejét. Ekkor
a két hangya az eredeti uti célt feladva, a lehetd legrovidebb uton egymds felé indul. Mekkora tdvolsdgot tesznek meg
a taldlkozdsig, ha egqyenld sebességgel haladnak? (14 pont)

Megoldas. Egészitsiik ki a csonkakip palést felét korcikké. Hasznaljuk az dbra jeloléseit.
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Legyen OA = OB = R, OC = OD = r. Az els6 hangya helyét jelolje az F' pont, igy AF = 47 cm, a masodikét a G
pont, igy GD = 3 cm. AC = BD = 200 cm, igy R = r + 200. Az adott keriilet értékekbdl kovetkezik, hogy a korivek
hossza: AB = 200 cm, CD = 150 cm. Az OCD és OAB korcikkek hasonlosaga miatt:

R r . r+ 200 r
- = 1, _
VaBYIS  TH00 T 1507

200 150’

amibdl r = 600 cm adédik. Szamoljuk ki az o szoget:

@ CDyy . 150 o o
w = Dy ) amlbol o = m 360° =~ 14,32 .
Az OFG haromszogben keressiik az F'G oldalt, OF = r 4+ CF = 600 + 153 = 753 cm, OG = r + 3 = 603 cm.
Hasznaljuk a koszinusz-tételt:

FG? = 753% + 6032 — 2 - 753 - 603 - cos 14,32°.

Ebb6l FG =~ 225,20 cm. Mivel azonos sebességgel haladnak, ezért egy hangyanak ennek a felét, 112,62 cm-t kell
megtenni.

II. rész

5. a) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet:

Sle| =z (3z+2—2V8— 2z —a?).

b) Hatdrozzuk meg az f(x) = —a® — 2x + 8 és a g(x) = b|x| figguények dltal kézrezdrt teriletrész nagysdgdt.
(16 pont)

Megoldas. x = 0 megoldésa az egyenletnek, mert ekkor a gyokjel alatti kifejezés értéke pozitiv és mindkét oldal 0.

Legyen x > 0. Ekkor
Sr=a-(3z+2—2V8—2x—2a?).



A —2? — 22 + 8 = 0 masodfoku egyenlet megoldasai —4 és 2. Igy —x? — 224+ 8 > 0 akkor teljesiil, ha 0 < = < 2. Ekkor
mindkét oldalt osztva x-szel:

5=3z+2—-2vV—22—-2x+8,

2y —2%2 —2x+8=3zx—3.
Mindkét oldalt négyzetre emelve (ez x > 1 esetén ekvivalens atalakitas):

4(—2? — 22 +8) = 9z? — 182 + 9.

Rendezve:
0 = 132° — 10z — 23.
. . . 23 |
A miésodfoka egyenlet gyokei: z1 = 13 822 = —1.
23
A kezdg feltétel és a kikotés miatt az egyenlet megoldasa: x1 = TR

Legyen z < 0. Ekkor
—br=x-(3v+2—2V8— 2z —2?).

A —2? — 224 8 > 0 egyenlStlenség akkor teljesiil, ha —4 < 2 < 0. Mindkét oldalt osztva z-szel:

—5=3x+2—-2vV—22—-2x+8,

2y —a2 —2x+8=3x+T.
Mindkét oldalt négyzetre emelve (ez x > -3 esetén ekvivalens lépés):

4(—2? — 22 + 8) = 92? + 422 + 49.

Rendezve:
0 = 132” + 50z 4 17.
A maésodfoka egyenlet gyokei:

_ —25-2V101 _
= = ~

—25 +2v101 _

p— 4 2 O p—
3,4692 és x4 13

x3 —0,3769.
Mindkét megoldas megfelel a kikdtéseknek.
Osszegezve: Négy megoldast talaltunk. Ebbsl harom kielégiti az egyenletet.

b) Hatarozzuk meg a metszéspontok = koordinatait.
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x> 0 esetén br = —x2 — 2z + 8, vagyis

A pozitiv megoldas x; = 1.
x < 0 esetén —5x = —2% — 2z + 8, vagyis
2’ — 32z —8=0.

A negativ megoldas xo =~ —1,7.



A kozrezart teriiletrész nagysaga:
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6. Egy tzemanyagtoltd dllomds foldalatti benzintdrolo tartdalya egy fekvd hengerpaldstbol és a két végét lezdro két
félgambbal dll. Teljes hossza 6 m, sugara 1,2 m.
a) Mekkora a tartdly térfogata?
b) Mennyi benzin van benne, ha a szintmérd iszé éppen a sugdr felénél dll?
¢) Egy tartdlykocsibol feltoltik a tdroldt. Mennyi benzint engedtek bele, ha a szintmérd 92 cm-rel emelkedett?
(16 pont)

Megoldas. a) Hasznaljuk az dbra jeloléseit. h = 6 m, r = 1,2 m. A tartaly térfogata egy henger és egy gémb
térfogatanak az Osszege. A henger magassdga m = h — 2r = 3,6 m.

473 4.1,23
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b) A szintmérs yo = g = 0,6 m magasan all. Az OF N derékszogi haromszogben

— 0,6 1 2
005%2%2172257 ezért %:600, a=120°:§rad.

Az LM N Kkorszelet teriilete:

1 1 P
T, = 31 (ar —sina) = 51,27 (% - sin120°) ~ 0,884 426 m?.

Az lizemanyag térfogata egy gombszelet és egy korszelet alapt hasab térfogatanak Gsszege. A gombszelet magassaga
Yo.

3 063
Vo = Vigso + Vi = 712 — %+Tsz mAaT-1,2-0,6% — ”T’+0,884426-3,6,

Vo ~ 4,315 m>.

Tehat 4,315 m® benzin van a tartalyban.

¢) Ha a szintmér6 92 cm-t emelkedik, akkor 0,6 4+ 0,92 = 1,52 m magasan fog allni, vagyis a tartaly tetejéig még
1 = 2,4 — 1,52 = 0,88 m tavolsag van. Szamitsuk ki a tartalyban l1évS levegs térfogatat a b) pontban alkalmazott
modszerrel és ebbdl mar egyszertien megkaphatjuk, mennyi benzint engedtek a tartalyba.
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Az ORS derékszogii haromszoghen

_ 032 4
cosg - T—Tyl =T =gy et % ~1,30086 rad, a ~ 2,601 73 rad.

Az LM N Kkorszelet teriilete:

1 1
Ty = 57“2(04T —sina,) ~ 51,22(2,601 73 —sin 2,601 73) ~ 1,503 15 m?.

A gbombszelet magassaga v -

2 Wy?
Vi = Vigsg1 + V1 = mryy — 3 + T -m =

70,383

=7-1,2-0,88% — +1,50315-3.6 ~ 7,61712 m?,

Vi &~ 7,617 m>.
A tartalyba toltott benzin mennyisége:
Vg =V — Vp — Vi = 23,524 — 4,315 — 7,617 = 11,592 m>.

7. Egy ismeretlen alapt szdmrendszerben az ab, kétjegyd szdm és a szdmjegyei felcserélésével kapott ba, kétjeqyd
szam kézott a kdévetkezd dsszefiiggések dllnak fenn:

1. aby + ba, = 110,,

2. ab, — ba, = 201o.

a) Hatdrozzuk meg a szamrendszer alapjdt.

b) Az ilyen alapu szdmrendszerekben milyen oszthatdsdgi szabdly érvényes a 3-mal és az 5-tel valé oszthatdsdagra?

¢) Hatdrozzuk meg a ¢ és d szamjegyek értékét igy, hogy az 12¢45d,, alaki szdm a lehetd legnagyobb 15-tel oszthato
szam legyen ezekben a szamrendszerekben. (16 pont)

Megoldas. a) Az els6 egyenletben az 1-es helyiértéki szamjegyeket Gsszeadva latszik, hogy b + a = x, vagyis
b=z — a. A masodik egyenletbdl:
ax +b—bx —a=20.

Ebbe beirva az els6 egyenletbdl kapott Osszefiiggést:
axr+2x—a—(x—a) z—a=20.
Rendezve:

2ax — 2a — 2* + = = 20,
2a(x — 1) — z(x — 1) = 20,
(2a — z)(z — 1) = 20.

Ha z péros szam, akkor (x — 1) paratlan, (2a — z) pedig paros. Ha x paratlan szam, akkor (x — 1) paros és (2a — z)
paratlan. A két szorzotényezd tehat ellenkezd paritasa. 20 osztoit figyelembe véve 4 esetet kell megvizsgalnunk:

1. (2a — z)(x — 1) = 1-20. Ekkor z — 1 = 20, vagyis = = 21, és 2a — x = 1, vagyis a = 11. Ez megoldés.

2. (2a—x)(x —1) =20-1. Ekkor x — 1 = 1, vagyis x = 2, és 2a —x = 20, vagyis a = 11. Mivel a > x, ezért ez nem
megoldas.

3. (2a—z)(x —1) =4-5. Ekkor x — 1 = 5, vagyis = 6, és 2a — x = 4, vagyis a = 5. Ez megoldas.

4. (2a —z)(x — 1) = 5- 4. Ekkor  — 1 = 4, vagyis * = 5, és 2a — x = 5, vagyis a = 5. Mivel a = x, ezért ez nem
megoldas.

Tehat a szamrendszer alapja x = 6 vagy « = 21 lehet.

b) Egy 6 vagy 21 alapt szamrendszerben pontosan akkor oszthato 3-mal egy szam, ha az utolso szamjegye oszthato,
hiszen a szamrendszer alapja oszthaté 3-mal.

Mivel 6 = 5+ 1 és 21 = 4 -5+ 1, ezért a 6 és 21 minden hatvanya 5-tel osztva 1-et ad maradékul. Igy ezekben
a szamrendszerekben egy szam akkor oszthaté 5-tel, ha szamjegyeinek Osszege oszthatéd 5-tel.

¢) Legyen z = 6. Ekkor az 12¢45ds akkor lesz 15-tel oszthato, ha 3-mal és 5-tel is oszthato. 3-mal akkor oszthato,
ha utols6 szamjegye d = 0 vagy d = 3.

12¢4504 esetén a szamjegyek Osszege 12 + c. Ez csak ¢ = 3 esetén lesz 5-tel oszthatod, igy a szam 1234505.

12c453¢ esetén a szamjegyek Osszege 15 + c. Ez csak ¢ = 5 esetén lesz 5-tel oszthatd. Ekkor a szam 125453¢. Ez
a nagyobb szam.

Legyen x = 21. Ekkor az 12¢45d2; utolsé szamjegye lehet 18. Ekkor a szdmjegyek Osszege 30 + c. Az 5-tel vald
oszthatésaghoz lehet ¢ = 20. Ez a legnagyobb szamjegy a 21-es szamrendszerben, igy biztosan ez a feltételeknek
megfelel§ legnagyobb szam, tehét

12(20)45(18),,.



8. Péter egy 5,2 millid Ft értéki uj autdt vdsdrol eqy autdkereskeddtdl. Az dsszeg 40%-a az onrész, amit dtvételkor
ki kell fizetnie, az dr fennmaradd részét 5 év alatt torleszti, évi egyenld részletekben 8%-o0s éves kamattal.

a) Mennyi lesz Péter éves torlesztd részlete?

A kereskedd ajdnlata, hogy ha 5 év milva egy ugyanilyen értéki kocsit vesz ndla, akkor ezt az autdt visszavdsdrolja
tdle, évi 10% értékesokkenést figyelembe véve és csak az drkilonbizetet kell kifizetnie.

b) Mennyit kell fizetnie Péternek az uj autéért 5 év milva, ha elfogadja az ajinlatot?

Péter elhatdrozza, hogy elfogadja a kereskedd ajanlatdt €s eldtakarékoskodik az 5 év mulva esedékes autdcserére.
A bank legjobb ajdnlata évi 2,4%-0s kamat 5 éves futamiddére havi egyenld részletekben torténd befizetéssel, havi kama-
tozdssal. (A havi kamat az éves kamat tizenketted része.)

Mekkora dsszeget fizessen be a bankba havonta, hogy az 5 év utdn kivett dsszegbdl fedezni tudja az autd cseréjét?
(16 pont)

Megoldas. a) Az 5200 - 0,6 = 3120 eFt hitelt 8% kamattal évi x eFt-os egyenld részletekben 5 év alatt torleszti
gy, hogy az utolsé befizetéskor a hitel lejar.

3120-1,08% =z - 1,08 + 21,08 + - 1,082 + = - 1,08 + z,
1,08° —1
4 4 = . ,7 =
584,3036 = 081 5,8666,

T ~ 781,424 eFt.

Az éves torleszt6 részlet 781 424 Ft lesz.

b) 5 év mulva a 10% értékesokkenést figyelembe véve az auté értéke 5200000 - 0,9° ~ 3070548 eFt lesz, ezért
Péternek 5200000 — 3070548 = 2129452 eFt-ot kell fizetni 5 év mulva a keresked6nek a cseréért.

¢) 5 év alatt, havi z Ft-os befizetéssel, évi 2,4%-os, vagyis havi 0,2%-os kamattal 2 129 452 Ft-ot kell dsszegyjtenie.

x-1,002% 4+ 2-1,002°° + ... + 21,0022 + z - 1,002 = 2129 452,
1,00260 — 1
S 1,002—1
r ~ 33373 Ft.

1,002 - z = 2129452,

Tehat 33 373 Ft-ot kell havonta befizetnie, hogy 5 év milva a kivett 6sszegbdl fedezni tudja az autd cseréjét.

9. Egy 12 ponti egyszerd grdfnak 56 éle van.

a) Legaldbb hdny kilencnél nagyobb fokszami csicsa van a grifnak?

b) Bizonyitsuk be, hogy a grdf dsszefiiggd.

Egy asztalitenisz csapatnak 6 férfi és 6 nd versenyzdje van.

c) Az edzdnek két férfi, két ndi és két vegyes pdrost kell kivilasztania egy kézelgd versenyre. Egy versenyzd legfeljebb
két kilonbozd tipusu pdrosban jdatszhat. Hdanyféle kivdlasztds lehetséges?

d) Mennyi az esélye annak, hogy az egyik ndi versenyzd, Timea, egyik pdrosba sem keril be? (16 pont)

Megoldas. a) Ha minden cstucsnak 9 lenne a fokszama, akkor a fokszamok Osszege 12 -9 = 108 lenne. Az 56 él
miatt a fokszamok Osszege 112, a kiilonbség 4. Egy cstics maximélis fokszama 11 lehet, tehat lehet két 11 fokszamu
csucs és 10 cstces, aminek 9 a fokszama. Ez megvalosithato ugy, hogy egy 12 pontu teljes grafban két pontban minden
élt meghagyunk. A maradék 10 pontot egy szabalyos 10 sz0g cstcsainak képzelve elhagyjuk a szomszédos csicsokat
0sszekots éleket. Ekkor ezek fokszama 9-re csokken.

Tehat legalabb ketts 9-nél nagyobb fokszamu csicsa van a grafnak.
1-10

b) A 11 pontu teljes graf éleinek szama = 55. Mivel ennek a grafnak 56 éle van, igy a 12. pontbdl is indul
legalabb egy él, ezért a graf Osszefiiggd.
¢) A 6 ferfiversenyzo koziil két férfi paroshoz kell kivalasztani jatékosokat, Ggy, hogy egy férfi jatékos nem szerepelhet

mindkét parosban (dbra).
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Ez np = T T = 90-féleképpen lehetséges. Hasonléan ny = 90-féleképpen lehet kivalasztani a néi paros

tagjait a 6 nd kozlil. A vegyes paros tagja barmelyik né és barmelyik férfi lehet, mert eddig mindenki legfeljebb egy
parosban szerepel. Igy a két vegyes paros tagjait ny = 6-6-5-5 = 900- felekeppen lehet kivalasztani. Osszesen tehat
ng =ng - nN - ny = 7290000 féle kivalasztéas lehetséges.

d) Ha Timea egyik parosba sem keriil be, akkor a néi parosok tagjait csak 5 ng koziil valaszthatjuk ki, igy nn1 =
5-4 3-2
—— - —— = 30. A vegyes paros tagjait 6 férfi és 5 n6 koziil valaszthatjuk, vagyis ny; = 6-5-5-4 = 600. Tehat
a kedvezs esetek szdma: ng = ng - nn1 - nvi = 1620 000.

Igy annak az esélye, hogy Timea egyik parosba sem keriil be:

ns 1620000
_ M 2OV 02 = 20%.
Pk T 7200000 %



