4. Vandermonde-matrixok

Most réatériink az olimpiai feladatban szerepld réacs vizsgalatara. Rogzitsiink (a;, b;) egész szamparokat (1 < ¢ < k),
ahol a; és b; relativ primek. Adott n > 0 esetén legyen M,, az az egész elemi, k sorbol és n + 1 oszlopbol allo matrix,

amelyben az i-edik sor j-edik eleme a?fj +1b{ 1 A, az M, oszlopai altal generalt csoport.

4.1. Az M, determinansosztoéinak meghatarozasa. Folhasznaljuk az egész egyiitthatés tobbvaltozos poli-
nomok szdmelméletét. Az alabbiak a [3] konyv masodik és harmadik fejezetébsl megérthetSk, kiilonos tekintettel
a 3.4. szakaszra.

4.1. tétel. A Z[xq,...,x,] polinomjai kézott igaz a szamelmélet alaptétele, azaz minden nulldtol és egységtdl
kilonbozd polinom sorrendtdl és eqységszerestdl eltekintve egyértelmien bonthatd irreducibilisek szorzatdra. A prim és
irreducibilis polinomok ugyanazok, és csak +1 egység. A Z-beli primszamok primek Z[xq, ..., x,]-ben is.

Egy polinom akkor primitiv, ha egyiitthatéinak kozos osztoja csak egység lehet. Egy els6foki polinom nem fel-
tétleniil irreducibilis, példaul Z[z]-ben 2z nem az, hiszen a 2 - x félbontasban egyik tényezs sem egység. Ha azonban
primitiv is, akkor mar irreducibilis lesz, és egyben primtulajdonsagu. Ez akkor is igaz, ha az egyiitthat6i nem egész
szamok, hanem egész egyiitthatos, akar tobbvaltozos polinomok.

4.2. kévetkezmény. A Zlx1, ..., xy,]-beli x;x; — zixe polinom irreducibilis abban az esetben, ha i, j, k, ¢ paronként
kiilonbozo. Két ilyen polinom kilonbozd négyelemd indexhalmazok esetében biztosan nem egymds eqységszerese.

4.3. lemma. Legyen a k X k-as K mdtrizban az i-edik sor j-edik eleme xfﬂyf*l. Ekkor det(K) = H (xiy; —
1<i<j<k
Yij)-

Bizonyitas. Képzeljiik el6szor azt, hogy x; és y; valtozok, igy a determinéns elemei Z[z1, ..., 2k, Y1, . ., Yr)-beli
polinomok. Emeljiink ki a determinans i-edik sorabol xf_l—et mindegyik i-re (ez megtehets, mert z; # 0). Az eredmény
egy Vandermonde-determinans lesz az y; /z; generatorokkal, melynek értéke H ((yj/2;) — (yi/x;)). A nevezokkel

1<i<j<k
szorozva az allitast kapjuk.

Igy azonossagot kaptunk. Ha az x; és y; helyébe barmilyen szamokat (s6t polinomokat, akar mod p maradékoszta-
lyokat) helyettesitiink, az egyenlGség e helyettesités utan is érvényben fog maradni. (Még akkor is, ha valamelyik z;
helyébe nullat irunk.) O

4.4. allitas. Ha n+ 1 > k, akkor az M, mdtriz k-adik determindnsosztdja

A= H (aibj - biaj) = det(Mk,l),

1<i<j<k
az n értékétdl fuggetlenil. (Ha k = 1, akkor A = 1, mint ires szorzat).

Bizonyitas. Legyen Ay az M, matrix k-adik determinansosztdja. Azt fogjuk megmutatni, hogy a A és Ay szamok
egymas 0sztoi.

A Aj | A bizonyitdsdhoz legyenek x; és y; valtozok (1 < i < n — k + 1). Egészitsiik ki az M,, matrixot ugy,
hogy az utols6 k sora maradjon az, ami eredetileg volt, az els6 n — k + 1 sordban pedig az i-edik sor j-edik eleme
legyen z; ™’ +1yf LA kapott négyzetes matrix determinansat a 4.3. lemma segitségével szamithatjuk ki. Az igy adodé

szorzatot bontsuk harom részre: P; P> P53, ahol
(1) =[] (wy— vz
1<i<j<n—k+1

(2) szH(:Eibj—yiaj), ahol 1<i<n—-k+1 és 1<j<k.
(3) P3 H (aibj - biaj) =A.

1<i<j<k

A Laplace-kifejtés (2.1. tétel) miatt a determinans Py P, Ps értéke folirhat6 az M,, matrix kx k-as aldeterminansainak
olyan linearis kombinécidjaként, amelynek egyiitthatoi R = Z[x1, ..., Zn—k+1,Y1,- - - Yn—k+1)-b6l valok. Ezért R-ben
a Ay szam oszto0ja a P P, P3 = Py P,/A szorzatnak.

Tegyiik {6l indirekt, hogy van olyan p primszam, melynek Ag-beli kitevGje nagyobb, mint a A-beli kitevGje. Mivel
R-ben igaz a szamelmélet alaptétele, és p ebben is primszam (4.1. tétel), ezért p | Py Py. Tehat vagy p | z;y; —yix;, vagy
p | x;b; — yia; alkalmas i, j-re. Ez azonban lehetetlen, mert a; és b; relativ primek, és igy mindkét polinom primitiv.
Tehat tényleg Ay | A.

A forditott oszthatosaghoz azt kell igazolnunk, hogy A osztoja det(K)-nak, ha K az M, egy tetsz6leges k X k-as
részmatrixa. Vegylink ol u,, v; valtozokat (1 < i < k), és irjuk fol az M,, méatrixot, valamint a A és det(K) szamokat
is a; helyett u;-vel és b; helyett v;-vel (azaz képzeljink az a; és b; szdmok helyébe valtozokat). Nyilvan elegendd
az oszthatosagot ebben az esetben igazolni.



Rogzitett ¢ < j mellett legyen d = u;v; —v;u;, és irjuk £6l det(K') Laplace-kifejtését (2.1. tétel) arra az esetre, amikor
a soroknak a kételemt {7, j} indexhalmazat vessziik. Azt kapjuk, hogy det(K) el6all az i-edik és j-edik sorbol képzett
kétszer kettes aldeterminénsok linearis kombinacidéjaként. Ezek a kétszer kettes aldeterminansok mind oszthatok d-vel:
ha a két oszlopindex s < t, akkor

—s+1,s5—1  n—t+1, t—1 t—s  1—s
Uy 101' . Uy . 1“@ 1| = ps T lyn Lyl notl U% U%

n—s+1, s— n—t+ -1 = Y i J j —s t—s|>
’U,j ’Uj ’U,j ’Uj ’U,J ’UJ

és az a—b|a""* — b szabaly miatt u;v; — viu; | (uivj)tfs — (viuj)tfs. Igy d | det(K).

Belattuk tehat, hogy det(K) oszthatd az u,v; — v;u; mindegyikével. Ezek a polinomok azonban paronként relativ
primek a 4.2. kovetkezmény miatt. A szamelmélet alaptétele miatt e polinomok szorzata, ami A, szintén osztoja
det(K)-nak. O

4.5. feladat. Szamitsuk ki M, dsszes determindnsosztojdt.

Utmutatas. Az a; és a b; relativ primek, ezért A; = 1. Ha 2 < < min(k,n + 1), akkor vegyiik {1,...,k} egy
r elemd S részhalmazat, és alljon az M matrix az M, ennek megfelel§ soraibol. A 4.4. lemma miatt az M métrix
r x r-es aldeterminansainak legnagyobb koz0s osztéja azon a;b; —b;a; szdmok Ag szorzata, amelyekre ¢, 7 € S és 7 < j.
Az Gsszes r x r-es aldeterminans legnagyobb kozos osztoja tehat ezeknek a Ag szamoknak a legnagyobb k6zos osztoja.
Igy A, sem fiigg az n valasztasatol. |

4.2. Redukcié primhatvany modulusra. Egy vektort hivjunk s-sel oszthaténak, ha mindegyik komponense
oszthato s-sel. Az s-sel oszthaté vektorok halmazét jeldlje sZF. Azt mondjuk, hogy egy A csoport tartalmazza a v
vektort mod s, ha v folirhato egy s-sel oszthat6 és egy A-beli vektor Osszegeként, azaz v € sZ" + A.

4.6. lemma. Legyen A C Z* egy csoport, v € ZF és s, t relativ prim egészek. Ha A tartalmazza v-t mod s és
mod t, akkor tartalmazza mod st is.

Bizonyitas. Legyen v = su+ g = tw + h, ahol g,h € A és u,w € Z*. Mivel (s,t) = 1, van olyan e, f € Z, hogy
se+tf = 1. Ekkor v = sev + tfv = se(tw + h) + tf(su + g) = st(ew + fu) + (seh +tfg) € stZ* + A. O

Ha A indexe Z*-ban A, akkor a 3.5. feladat szerint minden A-val oszthat6 vektor eleme A-nak. Ha tehat be akarjuk
latni, hogy v € A, akkor elegend6 megmutatni, hogy a A index minden ¢ primhatvany-osztdja esetén v benne van
A-ban mod q.

4.3. Az olimpiai feladat megoldasa. Ha d;; = a;b; — b;a; = 0 valamilyen i # j esetén, akkor, mivel a; és b;,
valamint a; és b; relativ primek, csak az lehetséges, hogy (a;, b;) és (a;,b;) egyenl6k vagy ellentettek. Az els6 esetben
(aj,b;) elhagyhato. A mésodik esetben szintén, ha az n kitevst parosnak valasztjuk (erre majd iigyeliink). Ezért a
tovdbbiakban foltessziik, hogy d;; soha nem nulla, és azt is, hogy n > k — 1. Az M,, altal generalt A, ekkor racs,
hiszen a k-adik determinansoszté a 4.4. allitasban definidlt A szam, ami nem nulla. Az A, indexe tehat A, az n-tél
fiiggetleniil.

4.7. lemma. Legyen q = p™, ahol p prim és m > 1. Tegyiik fol, hogy az n szdm oszthaté 2¢(q)-val, és nagyobb
vagy egyenld, mint 2m és k — 1. Ekkor A,, tartalmazza a konstans 1 vektort mod q.

Bizonyitas. Ha p { a;, akkor az Euler—Fermat-tétel és ¢(q) | (n/2) miatt a?/z =1 (q). Ha p | a;, akkor n/2 > m
miatt a?/ =0 (). Ugyanez igaz a b; szamokra is. Vegylik M, els6, kozéps6 és utolsod oszlopat (van kozépss, mert
n paros). Mindegyikben csak 1 és 0 szerepelhet mod g, és a kozépss oszlop a két szélsG szorzata mod g. Egy sor két
széls6 eleme nem lehet egyszerre nulla, mert a; és b; relativ primek. Ezért a két széls6 oszlop Osszegébdl a kdzéps6t
kivonva konstans 1-et kapunk mod gq. O

Az el6z6 szakasz eredményeivel kombinalva, ha n elég nagy, és 20(q) | n teljesiil A minden g primhatvany-osztéjara,
akkor a konstans 1 vektor A,-ben van.

4.8. feladat. Igazoljuk, hogy A, és A,, vektorait komponensenként dsszeszorozva A, im-beli vektorokat kapunk,
igy az A, rdcsok periodikusan ismétlédnek (n >k —1).

Utmutatas. Ha a konstans 1 vektor A,,-ben van, akkor A, C A,,,,. Mivel az indexiik ugyanaz a A szam, meg
is egyeznek. g

4.4. Az A, racs vektorai. Most is f6ltessziik, hogy d;; = a;b; — bja; # 0 (amikor ¢ # j). Han > k —1, akkor A,

indexe A = H dij, igy A, a 7F vektorainak A-ad részét tartalmazza (ez pontos értelmet kap, ha egy nagy gomb
1<i<j<k
vektorait tekintjik).

4.9. feladat. Mutassuk meg, hogy ha k > 4, akkor A, # ZF, mert M, -nek van két mod 2 egyenld sora. Altaldno-
sitsuk ezt 2 helyett dltalanos prim modulusra.



Utmutatas. Ha p prim, akkor a t = a;/b; osztés p 1 b; esetén elvégezhet mod p, azaz van olyan t egész, hogy
th; = a; (p). Ha p | b;, akkor p f a;, mert a; és b; relativ primek, ilyenkor legyen ¢t = a;/b; a oo szimbolum. Ez tehat
t-re p + 1 lehet&ség mod p.

Ha a;/b; is t mod p, akkor p | a;b; — bja;. Mivel p | a; és p | b; egyszerre nem lehetséges, az a;/a; és b;/b;
tortek egyike biztosan értelmes mod p, és ha mindkett6 az, akkor ugyanaz az s értékiik mod p, ha pedig valamelyik
nem értelmes, akkor a szdmléloja és nevezdje is nulla mod p. Igy mindig sa; = a; (p) és sb; = b; (p). Ezért az M,
méatrix j-edik sora az i-edik sor s"-szerese mod p. Ugyanez tehat A, vektorainak megfelels koordinataira is igaz,
vagyis ha k > p + 1, akkor A, # Z*. (A mod p vett M, matrix rangja a kiilonb6zé mod p vett a;/b; tortek szdma,
hiszen ha r olyan sort vessziink, melyekre a;/b; paronként kiilénboznek mod p, akkor ennek a részméatrixnak az r-edik
determinansosztoja nem oszthato p-vel a 4.5. feladat miatt.) ]

Ha i # j, akkor d;; = a;b; — b;a; a legnagyobb modulus, melyre nézve a;/a; és b;/b; egyenld. Az az s;; szorzo,
melyre Sija; = aj (dlj) és Sijbi = bj (dw) az s;; = e;a; + fzbj képlettel kaphato, ahol e;a; + fzbz =1 (van ilyen €, fi;
mert a; és b; relativ primek). Legyen 1 < i < k esetén s;; = 1.

4.10. feladat. Nyilvin s; = [sj1, .. .,sjk]T € A ésd; = [dj,.. .,djk]T € Ay. Készitsiink egy olyan bdzist A, -
ben az s; és d; komponensenkénti szorzdsdval a 4.8. feladat alapjdin, ahol a vektorok hdromszogmdtrizot alkotnak
mn>k—1).

Utmutatas. Legyen 1 < j < k. A d; vektor j-edik koordinatdja nulla, ezért a j-edik bazisvektor elkészitéséhez

tekintsiik a dq,...,d;j—1 (komponensenkénti) szorzatat. Ennek az elsé j — 1 koordinataja nulla. Ahhoz, hogy A,-
be jussunk, szorozzunk még s?_jﬂ—nel. A féatloban all6 elemek szorzata A, mert s;; = 1 és a {6atlo j-edik eleme
dij-...-dj_1;. Igy a vektoraink fliggetlenek, és az altaluk generélt racs indexe A. De A,, indexe is A, ezért bazist
kaptunk. O

Ha az el6z6 feladatban kapott haromszogmaéatrix K, akkor v = [cq,... ,ck]T pontosan akkor van A,-ben, ha
a Klxy,... ,xn]T = v lineéris egyenletrendszer (egyértelmi) megoldasa egész x; szamokbol all. Ezt az egyenletrend-
szert, fontrdl lefelé haladva konnyd megoldani. A K inverzével szorozva [z1, . .. ,xn]T = K~'v € Z*. Ez k oszthatosagi

feltétel, ahol a bal oldalon mindig A all, mert AK ! egész elemt. Az els6 ezek koziil automatikusan teljesiil, mert K
els6 soranak elsé eleme 1.

4.11. példa. Legyenek a megadott parok (1,1), (1,3) és (1,—1). Ekkor n > 2 esetén az Osszes A, egyenls, dija = 2,
diz = —2, do3 = —4, A = 16, mindegyik s;; =1, és [01,02,03]T pontosan akkor van A,-ben, ha 16 | —8¢; + 8¢y és
16 | —461 —|— 262 —|— 263.

5. Ortogonalis racsok

Zarasként belatjuk Peter McMullen egy gyonyorid tételét. Mostantol kicsit nagyobb tudast foltételeziink linearis
algebrabol (peldaul euklideszi tér, ortogonalis kiegészits altér). Legyenek vy, ..., v, € R” linearisan fiiggetlen vektorok
és V az altaluk generalt altér. Ebben vy, ..., v, egész egyiitthatos linearis kombinaciéi egy r rangt B racsot alkotnak.
Ez tehat nem az egész R*-nak racsa, hanem csak a V altérnek.

5.1. allitas. Jelolje L a [v1,...,Vv,] mdtriz r X r-es aldetermindnsainak négyzetosszegét (r > 1). Ekkor a B rdcs
alap-parallelotopjanak térfogata VL.

Bizonyitas. Foltehets, hogy r < k. Legyen v, 41, ..., vy ortonormalt bazis a vq,..., v, altal generalt V altér 178
ortogonalis kiegészits alterében (ezek egy ,kockat” feszitenek ki), és M = [v1,...,Vvy]. Geometriai megfontolasokbol
kapjuk, hogy det(M) abszolut értéke a vq,..., v, altal generalt racs alap-parallelotopjanak d térfogata.

Az MTM matrix két diagonalis blokkbol &ll, és a tobbi eleme nulla. A méasodik blokk a (k — r) x (k — 7)-es
egységmatrix. Az elsG, r x r-es blokkot jelolje N. Ekkor d* = det(M7” M) = det(N). Alkalmazzuk a Cauchy-Binet-
formulat (2.2. tétel) az M T M szorzatra és az elsG r sorra/oszlopra. Ekkor d* = L adodik. O

Ha B réacs Z"-ban és V altér RF-ban, akkor V-be B-nek kevés vektora is eshet. Példaul az y = v2z egyenes
nem tartalmaz egész koordinataja pontot az origon kiviil. Nevezziik V-t raciondlis altérnek, ha generalhaté racionalis
koordinataju vektorokkal. Racionalis vektorok egy csalddja pontosan akkor fiiggetlen Q {6l6tt, ha R {6l6tt az. Ha a V/
racionalis altér r-dimenzios, akkor V N QF ortogonalis komplementerének dimenzidja Q*-ban k — 7, és igy az R*-ban
vett ortogonalis kiegészits is racionalis altér. Tovabba Z* N'V-ben van r fiiggetlen vektor, hiszen egy racionélis vektort
alkalmas nem nulla egésszel megszorozva egész vektort kapunk. Ezért Z* NV racs V-ben.

5.2. definicié. Egy B csoport v elemének B-beli magassiga a legnagyobb olyan egész, amivel v eloszthatd ugy,
hogy B-ben maradjunk. Ha B = 7k, akkor ez a v komponenseinek legnagyobb koz0s osztoja. Tehat v akkor primitiv,
ha magassaga Z*-ban 1. A B részcsoport tiszta ZF-ban, ha a vektorok magassiga ugyanaz B-ben, mint Z*-ban. (Ez
a 3.9. kovetkezmény (2) pontjaban szerepls feltétel.)

5.3. lemma. Ha V raciondlis altér R*-ban, akkor V NZF tiszta részricsa ZF -nak.



Bizonyitas. Valoban, ha v € Z* és mv € V N Z*, akkor v € V (hiszen V zért az 1/m szammal valo szorzasra),
és igy v e VNZk. O

5.4. tétel (McMullen, [4]). Legyen V raciondlis altér R¥-ban. Ha Ay =V NZF és Ay = VI NZF, akkor Ay és A,
alap-parallelotépjanak térfogata megegyezik.

Bizonyitas. Legyen dim(V) = r é 0 <r < k (az r = 0 és r = k esetben {0} térfogatat 1-nek tekintve igaz
az allitas). Vegyiik A;-nek egy by,...,b, és Ay-nek egy b,,1,..., b, bazisat. Ezek egyiitt bazist alkotnak R¥-ban,

hiszen A; L Ay (de ZF-ban altalaban nem). Az 5.3. lemma és a 3.9. kvetkezmény miatt a [by, ..., b,] matrix r-edik
determinédnsosztoja 1. Az analog éllitas érvényes As esetében is.
Tekintsiik a [by,...,by] matrix els6 r oszlopa szerinti ej fig1 + ... + €m fmgm Laplace-kifejtését, ahol f; az elsé

k
r oszlophoz, g; az utols6 k — r oszlophoz tartoz6 aldeterminansok, e; a megfelels elGjelek, és m = < > Legyen
r

w1 = [e1f1,---,emfm] €8 Wo = [g1,...,9m]. Ekkor w; és wo skaléris szorzata a [by,...,bg] matrix d determinansa
(aminek abszolut értéke a by, ..., by altal generalt racs alap-parallelotopjanak térfogata, azaz indexe).

Jelolje dy és do az Ay, illetve Ay racsok alap-parallelotopjanak térfogatat. Az 5.1. allitas miatt d2 a wy vektor
komponenseinek négyzetdsszege, hiszen a négyzetre emelés utan az elGjelek mar nem szamitanak, és ugyanez all ds-re
és wo-re is. Mivel e két racs ortogonalis, dids = |d|. Ez azt jelenti, hogy a w; és wsy vektorokra folirt Cauchy-
egyenl6tlenségben egyenl@ség all. Ezért wy és wo egymas skalarszorosai. Ez a skalar sziikségképpen racionalis szam,
azaz alkalmas mq és mo nem nulla egészekre miw; = maws. De a [by,...,b,] métrix r-edik determinansosztoja 1,
ezért wy (és hasonléan wy is) primitiv vektorok. Tehat wi = £wo, és igy di = da. O

6. Appendix: Vetitések és alkalmazasaik

Az alabbi feladatokban a matrixok normalalakja helyett geometriai moédszerekkel igazolunk korébbi allitdsokat. Szo
lesz egy szdmelméleti alkalmazasrol is. F6 eszkozilink a vetités. Ha az e és ez egyenesek az origdban metszik egymaést,
akkor az ej-re vald e irdnyu vetités az a leképezés, amely a sik minden P pontjahoz az e; egyenes azon () pontjat
rendeli, melyre PQ parhuzamos es-vel.

Ha U és W alterek, és R* minden eleme egyértelmten folirhato egy U-beli és egy W-beli vektor ésszegeként, akkor
azt mondjuk, hogy R* a V és W alterek direkt dsszege, jele R¥ = U @ V. Az egyértelmiiség feltétele, hogy U N W
csak a nullvektorbol alljon. A bazisok nyelvén ez azt jelenti, hogy van olyan by,..., b, béazis U-ban, és b,;1,...,by
bazis W-ben, hogy ezek egyiitt bazist alkotnak R¥-ban. Hasonléan értelmezziik azt is, amikor Z* az A és B csoportok
direkt 6sszege, azaz Z¥ = A @ B.

Hav =u+w, ahol u € U és w € W, akkor az a leképezés, amely v-hez u-t rendeli, az RF-nak az U-ra valo
vetitése a W irdnyban. Ha v = A\1b; + ...+ Agby, akkor u = A\b; + ... 4+ A\, b,., vagyis a vetités ,kinullazza” az utolséd
k — r koordinatat.

6.1. feladat. Legyen R = U @ W, ahol U egy R folétt r-dimenzids raciondlis altér. Igazoljuk, hogy W pontosan
akkor raciondlis altér, ha Q*-nak az U-ra vett W irdnyd vetiletében nincs r-nél tobb Q folott figgetlen vektor.

Utmutatas. Legyen by, ..., b, racionalis bazis U-ban és b,,1,..., b, maximalis szamu, R folott fiiggetlen raci-
onalis vektor W-ben. Ha s < k, akkor van olyan v € QF, ami R folott fiiggetlen by, ..., b-t6l. Ekkor v vetiilete
fiiggetlen Q folott by, ..., b,-t6l. O

6.2. feladat. Igazoljuk, hogy ha v1, ..., vir1 € R¥ figgetlen Q folott, akkor az dltaluk generdlt csoport nem diszkrét,
ez€rt nem 1s rdcs.

Utmutatas. Foltehets (k szerinti indukcioval), hogy vi,..., v}, fiiggetlen R folott, legyen B az altaluk generalt
racs és P az altaluk kifeszitett parallelotop. Tekintsiik az nvgy1 vektorokat (n egész), és mindegyiket toljuk vissza
P-be a B megfelels elemével. A kapott pontok mind kiilonboz6k v, ..., vy € R” fiiggetlensége miatt. |

6.3. feladat. Igazoljuk, hogy minden irraciondlis szdm egész tobbszordseinek tortrészei sirtn helyezkednek el [0, 1]-
ben (azaz minden rész-intervallumban van tortrész).

Utmutatas. Az el6z6 feladat v, = 1 és vy = a esetén azt adja, hogy [0, 1]-ben végtelen sok ilyen tortrész van. Ezért
minden € > O-ra lesz kett6 e-nal kozelebb egyméashoz. A megfelel egész szorzokat kivonva olyan tortrészt kapunk, ami
a nulldhoz van e-nal kozelebb. Minden ¢ hosszt intervallumba beleesik ennek valamelyik tobbese. g

Sokkal er&sebb allitas is igazolhaté6 Minkowski racsokrol szold tétele segitségével: ha « irracionalis, akkor van
végtelen sok olyan r/s tort, melyek barmelyike a-t6l kevesebb, mint 1/(2s?)-tel tér el (lasd [2], 8.2. szakasz). Kronecker
approximacios tétele arra ad feltételt, hogy vi1 egész tobbesei P-ben alkossanak stirtd halmazt.

6.4. feladat. Tegyiik fol, hogy U raciondlis altér és C' a Z*-nak az U-ra vett W irdnyi vetilete. Mutassuk meg,
hogy C' pontosan akkor racs U-ban, ha W is raciondlis altér.



Utmutatas. Ha W racionélis altér, by, ..., b, racionalis bazis U-ban és b,1,...,b, racionalis bazis W-ben,
akkor irjuk ol ezekkel Z* egy bazisat. Ha az egyiitthatok kozos nevezdje N, akkor minden v € ZF vektor U-ra
es6 vetiiletének N-szerese benne van a by, ..., b, generalta csoportban. Igy C diszkrét, és nyilvan R f6l6tt generalja
az U alteret. Megfordités: 6.1. és 6.2. |

6.5. feladat. Mutassuk meg a normdlalak haszndlata nélkil, hogy a 3.9. kévetkezményben (2)-bél kivetkezik (1).

Utmutatas. A (2) szerint valamely fiiggetlen by,...,b, € ZF 4ltal generalt B csoport tiszta Z*-ban. Legyen
bi,..., by, racionalis bazisa Q*-nak, W a bs,...,b, &ltal generalt valés altér, és U a b,iq,...,b, altal generalt
valos altér. A 6.4. feladat miatt Z*-nak az U-ra vett W irdnya C vetiilete racs U-ban, legyenek c,41,...,c, € Z*
olyan vektorok, melyek vetiilete béazis C-ben. Ekkor minden v € ZF esetén vannak olyan z; egészek, hogy vg =
V—2p4+1Crp1 — ... — 2xCi € W. Tehat v folirhato by, ..., b, racionalis egyiitthatos linearis kombinacidjaként, és ezért
alkalmas m # 0 egészre mvo € B. Mivel B tiszta, vo € B és ezért by, ..., b,, ¢, 41, ...,c¢) bazis ZF-ban. g

6.6. feladat. Legyen B C ZF récs, du,...,dy bdzis ZF-ban, W a di,...,d, dltal generdlt, U a dy11,...,dg dltal
generdlt valos altér. Vetitsik B-t U-ra W irdnydbdl. Igazoljuk, hogy ha di,...,d, € B, akkor a vetilet BNU, és
B=(BnW)&(BnU).

Utmutatas. A v = zd; + ... + z,dy, vektor vetiilete U-ra u = Zr41dpy1 + ... + zdg. Ha v € B, akkor
di,...,d, € B miatt u € B, azaz a vetiilet része B N U-nak. O

6.7. feladat. Legyen B C Z* rics, w € ZF nem nulla vektor és C a w-re merdleges B-beli vektorok halmaza.
Vetitsiik B-t merdlegesen a w egyenesére. Mutassuk meg, hogy van legrévidebb nem nulla vetilet, és ha v € B vetiilete
eqy ilyen legrovidebb wq vektor, akkor B = A ® C, ahol A a v egész tdbbszérdseinek halmaza.

Utmutatas. Az u € B vektor w-re esé vetiiletének hossza az u-w = n skalaris szorzat osztva w hosszaval. Mivel
n egész, ezért a vetiiletek kozott tényleg van legrévidebb. Tehéat B vetiilete racs a w egyenesén, és ezért minden vektor
vetiilete wq egész szamszorosa. Ha u vetiilete mwyg, akkor u — mv mer6leges w-re, és ezért C-ben van. ]

6.8. feladat. Legyen w primitiv vektor ZF-ban és C' a w-re ortogondlis egész vektorok halmaza. Bizonyitsuk be,
hogy w hossza megegyezik C alap-parallelotopjinak térfogatival. (Ez McMullen tételének specidlis esete.)

Utmutatas. Mivel w primitiv, van olyan v vektor, melynek w-vel vett skalaris szorzata 1 (oldjuk meg a linearis
diofantoszi egyenletet). Az el6z6 feladatot a B = Z* réacsra alkalmazva azt kapjuk, hogy v és C' generéljak Z*-t, azaz
C egy P alap-parallelotopja v-vel egyiitt egy 1 térfogatu parallelotopot feszit ki. Ennek alapja P, magassaga pedig a
v vektor w irdnyu vetiiletének hossza, ami w hosszanak reciproka. O

6.9. feladat. Igazoljuk, hogy a hdromdimenzids térben minden egész vektor elddll két egész vektor vektoridlis
szorzataként.

Utmutatas. Foltehets, hogy w primitiv, alkalmazzuk az el6z6 feladatot. Mdsodik, elemi megoldds: ha (a1, az,as)-
at akarjuk (z1,22,23) és (y1,y2,y3) vektorialis szorzataként elGallitani, akkor legyen x3 = y3 = Inko(aj,a2) = d.

Foltehets, hogy d # 0; ha a1x1 + asxe = —asws, akkor y1 = as/d + x1 és yo = —a1/d + x2 megfeleld. O
6.10. feladat. Mutassuk meg a normdlalak folhaszndldsa nélkil, hogy ha B C Z* rdcs, akkor van olyan c, ..., cy
bdzisa Zk—nak, hogy alkalmas si, so, ..., Sk egészekre sicy, ..., sixCy bdzis B-ben.

Utmutatas. Vegyiink egy olyan hv € B vektort, melynek Z*-beli h magassaga a lehet6 legkisebb. Ekkor v € Z*
primitiv, igy van olyan w &€ 7*, melynek v-vel vett skalaris szorzata 1. Jelolje C' a w-re merGleges egész vektorok
halmazat. A 6.8. feladatban hasznélt gondolatmenet miatt v és C' generéalja Z*-t, és ha v vetiilete w egyenesére wo,
akkor a ZF mer6leges vetiilete w egyenesére a wq egész tobbeseibdl all.

Vetitsiik a B C Z* racsot is merclegesen w egyenesére, és a vetiilet legrovidebb vektorat jelslje mwo. Ha u € B
vetiilete mwy, akkor a 6.7. feladat miatt B-t generalja u és C'NB. Az u magassaga ZF-ban legyen g, foltevésiink szerint
h<g. Az (1/g)u € 7ZF vektort w egyenesére vetitve wq tobbszorosét kapjuk, ezért g | m. Mivel hv € B vetiilete hwy,
ezért m | h. Ez csak ugy lehetséges, ha g = h = m.

Vagyis talaltunk egy olyan mv € B vektort, amelyre v és C generalja Z*-t, és mv és B N C generalja B-t.
Vegylink egy bazist C-ben, és irjuk f6l ebben BN C elemeit is (ilyen atkoordinatazéast hasznaltunk a 3.11. feladatban).

Az atkoordinatazéas utan C-bsl ZF~! lesz. Alkalmazzunk k szerinti indukciot, ekkor van olyan cs, . . ., ¢; bézis C-ben,
hogy saca, ..., skck € C bazis BN C-ben. Legyen ¢y = v és 51 = m. O

Az alabbi feladat tobbszori alkalmazéasaval elérhetjiik az sy | ... | si oszthatosagot.

6.11. feladat. Tegyiik fol, hogy c1,...,ck bdzis a C rdcsban és sicq,...,sgci bazis a B C C rdacsban. Legyen s az
s1 €s so legnagyobb kozos osztdja, t = s1sa/s pedig a legkisebb kizos tobbszorisik. Vilasszunk olyan e és [ egészeket,
melyekre es1 + fso = s, legyen ¢| = (s1/s)c1 — (s2/5)ca és ch = fcq + eca. Mutassuk meg, hogy ¢, ch,c3,. .., cy bdzis
C-ben és sc',tch, s3cs, ..., sk bdzis B-ben.
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