Monte-Carlo hires a kaszinoirdl és az ott folyo szerencsejatékrol. A szerencsejatékok kapcsolata a matematikaval
a XVII. szazadban Pascal és Fermat munkassagéaval kezd6dott. A szerencsejatékok, és dltalaban a véletlen jelenségek
tobb érdekes és nehezen megoldhaté matematikai problémat eredményeztek. A megoldéasukkal olyan kérdésekre kaptak
vélaszt, melyek régota foglalkoztattak a jatékosokat. A kedvelt jatékokrol megéllapitottdk, hogy melyik fél szamara
mennyire ,nyerd”. Természetesen az is nyilvanval6é volt, hogy a kiszamitott valészintiségeket egyetlen jatékra nincs
értelme alkalmazni, hanem sok jaték eredményét kell foljegyezni és Gsszegezni. A jatékok nem vesztettek vardzsukbol,
ugyanakkor igazi kihivas volt a matematikusoknak egy-egy valdszintiség kiszamitasa.

A XX. szazad kozepén a szamitogépek megjelenésével a szerencsejaték és a matematika is Gj lehetGségeket nyert.
A kiszamitott valoszintségeket ,ellendrizni” is lehetett nagyszamu kisérlettel. Csak meg kellett tanitani a szamitogépet
kockat dobni: a gép N-szer elvégez egy kisérletet, és minden kisérletben véletlenszerdien valaszt a lehet&ségek koziil.
Az igy nyert relativ gyakorisdgok és a matematikai uton szamitott valosziniiségek GsszevethetSk voltak.

A Monte-Carlo-modszerek egy specialis problémamegoldasi lehet&séget jelentenek, melyeket sikerrel alkalmaztak
a matematika, fizika valamint az informatika teriiletén. Az alapgondolat az el6bbi ,ellenérzés” forditottja. Mit tehetiink
akkor, ha a vizsgalt jelenség bizonyos értékei nem kiszamithatok, tehat nincs zart, konnyen kiértékelhets formula
az eredmény meghatarozasara? Az egyik it mar ismert volt a szamitogépek elGtt: numerikus modszerekkel meg lehetett
hatarozni olyan szamitasi lépéseket, melyek megfelel6 pontossiggal megkozelitik a keresett mennyiségeket. A numerikus
modszerek alkalmazéasaban is nagy segitség volt a szamitogép. A Monte-Carlo-mddszer mast javasol: szimulaljuk sokszor
a problémahoz kapcsolhato kisérletet, és a kapott eredmények alapjan adjunk kozelitést a keresett ismeretlen értékekre.

Lassuk el&szor egy klasszikus valoszintiségszamités feladatnal a moédszer miikodését: a 2008. marciusi szdmunkban
megjelent B. 4080. feladat: A korvonalon egyméstol fiiggetleniil véletlenszertien kivilasztunk 3 pontot. Mi annak
a valoszintisége, hogy az altaluk meghatarozott haromszog hegyesszogi?

A feladat t6bb szép megoldésa olvashaté honlapunkon, ezért nem volna sziikségiink a Monte-Carlo-mdédszerre, hogy
az eredményt kozelitsiik, mégis tanulsagos a példa. A kisérletben véletlenszerten elhelyeziink pontokat egy egységsugari
koron, majd meghatarozzuk a kapott haromszog szogeit, és megallapitjuk, hogy hegyesszogii-e. A kisérletet N-szer
elvégezve megszamoljuk a hegyesszogi haromszogeket. Ha ezek szdma k, akkor a kisérletsorozatban a hegyesszogi
haromszogek elsfordulasanak k/N relativ gyakorisagat kapjuk, ami elég nagy N esetén megfelelGen pontos lesz. Kérdeés
ugyanakkor, hogy pl. két tizedesjegy pontossdghoz milyen N értéket érdemes megadni, de ezt hagyjuk késGbbre, most
foglalkozzunk a kisérletsorozatot megvaldsité programmal.

Prébéljuk meg elkésziteni a szamitégépes programot. Legyen egy egységkor a koordinata-rendszer kezd6pontjaban,
és A(ax,ay), B(bx,by) és C(cz,cy) a véletlenszertien valasztott cstcsok. A legtobb programozasi nyelvben megtalal-
hatok véletlenszamok, pl. egy valos értéket kaphatunk a [0; 1] intervallumbol (jeloljiik ezt RND-vel). Azt a kérdést,
hogy a szamitogép miként allit el véletlen értéket, hagyjuk késébbre. Amit biztosan tudnunk kell RND-r6l, hogy
egy futd program N egymést koveté RND értékét dbrazolva az egység intervallumon, azok nagyjabol egyenletes st-
riiséggel helyezkednek el. Azaz minél nagyobb a pontok N szdma, annal jobban teljesiil, hogy az intervallum barmely
szakaszadnak hossza, és a rajta megtaldlhaté pontok szama kozott egyenes aranyossag all fonn. Els6 Otletiink, hogy
RND értékét 2-vel megszorozva és 1-gyel csokkentve maris addédik mindharom cstcs y koordinataja. Az x koordinatak
szamitasadhoz hasznaljuk a Pitagorasz-tételt, illetve egy-egy masik véletlenszamot: ha ez utébbi 0,5-nél kisebb, akkor
a pozitiv, egyébként a negativ = koordinatat valasszuk. Igy véletlenszertien kijelltiink harom pontot a koriven, mar
csak a szogeket kell kiszamolni. A kisérletet sokszor elvégezve egy relativ gyakorisaggal tudjuk kozeliteni a keresett
értéket.

Gondoljuk meg, hogy helyesen jartunk-e el. Tanulmanyainkbo6l tudjuk, hogy a valészintiség klasszikus kiszamitési
modja, a kedvezs és Osszes esetek hanyadosa csak akkor adja a valosziniiséget, ha a kisérletben szerepls elemi események
mind egyenl valdszintséggel kovetkeznek be. Hasonloan figyelniink kell a geometriai valosziniiség meghatarozasakor is.
Mivel jelen esetben a csticsok egy koriven helyezkednek el, ezért sziikséges, hogy ott barmely két azonos hosszisagu ivre
Hkozel” azonos szamu pont keriiljon. A koordinatak el6bbi megvalasztasaval azonban ezt az iveknél nem teljesitettiik
(1d. bal oldali abra), mivel ott két azonos hosszisagu szakaszhoz két kiilonb6z6 hossztsagu iv tartozik. Akkor jarunk
el helyesen, ha az RND értékét ado [0; 1] intervallumot a korivnek feleltetjiik meg. Tehat egy véletlen cstcsot pl. az
tengelytSl adott iranyban folmeért [0; 27| szog jelol ki a korvonalon.
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A program feladata a kovetkezs: N szamu kisérletet végez, és minden esetben megallapitja, hogy a kapott pontok
egy hegyesszogl haromszog csticsai-e. Megszamolja ezeket, és a kapott k& darabszamot a végén elosztja N-nel.

Eljaras Hegy3korvonal(N)
k:=0 (hegyessz6gli haromszogek szama)
Ciklus h := 1-t6l N-ig
alfa := 27« RND(0, 1)
ax := cos(alfa) : ay := sin(alfa)
beta := 27 « RND(0,1)
bx := cos(beta) : by := sin(beta)
gamma := 27 x« RND(0, 1)
cx := cos(gamma) : cy := sin(gamma)
Ha hegyes(ax,ax,bx,by,cx,cy) akkor k := k+1
Ciklus vége
Ki: k/N
Eljaras vége
Az eljarasban szerepld hegyes() fliggvény megéllapitja, hogy a kapott koordinatakkal jellemzett haromszog hegyesszogii-
e. Ehhez a szdgek pontos nagysagat nem kell meghatarozni, csak azt, hogy derékszdgnél nagyobb, kisebb, vagy vele
egyenl6-e. Példaul az A csicsndl 1év6 szogrol elég informéciot ad az AB - AC skalaris szorzat elGjele. A fliggvény
mindhérom skalaris szorzat pozitiv értéke esetén ad igaz valaszt. Ennek elkészitését az olvaséra bizzuk.

Valtoztassuk meg a feladatot ugy, hogy most a pontok egy korlapon taladlhatok! Akkor jarunk el helyesen, ha
biztositjuk, hogy a kérlapon véletlenszertien helyezkedjenek el a csticsok. Minél tobb kisérletet végziink, annal jobban
teljesiilnie kell, hogy a véletlenszertien valasztott pontok ,egyenletes strtiséggel” vannak elszérva a korlapon. Ponto-
sabban fogalmazva: legyen a korlap egy T és T5 teriiletd részére es6 véletlen pontok szama Py és Pr. A kisérletek
szamanak novelésével a P; /P, hanyados kozeliti a Ty /T értékét, mikozben N értéke novekszik.

A korvonalnal lattuk, hogy a kapott [0, 1] intervallumot kibévitettiik [0, 27| intervallumma. Most teriiletekrsl van
sz0, igy jo gondolatnak tiinik, hogy egy véletlen csics = és y koordinatajat jelentse egy-egy RND érték. Ekkor azonban
egy egység oldali négyzeten oszlanak el egyenletesen a pontok. Ez nem jelent gondot, ha az egységsugara koron kiviili
pont esetén Gjra probélkozunk, és egy masik véletlen szdmpart kériink. Ezzel persze tovabb tart a program futasa, de
a megoldas a kitiizott feladatot oldja meg. A program ezek alapjan a kovetkezs:

Eljaras Hegy3korlap(N)
k:=0 (hegyessz6gli haromszogek szama)
Ciklus h := 1-t6l N-ig
ax := RND(0,1) : ay := RND(0,1)
Ciklus amig ax® + ay® > 1
ax := RND(0,1) : ay := RND(0,1)
Ciklus vége
... hasonléan a masik két cstccsal
Ha hegyes(ax,ax,bx,by,cx,cy) akkor k := k+1
Ciklus vége
Ki: k/N
Eljaras vége
A feladat tovabb bévithetd, pl. folvethets, hogy a koérvonalon vagy a korlapon véletlenszerden vélasztott pontok
atlagosan mekkora keriiletd, teriileti haromszoget hataroznak meg. Ez utobbi feladatok eredménye Gsszetett szamita-
sokkal kaphato, mig Monte-Carlo-mo6dszerrel az eddigiekhez hasonléan.



Lapunk korabbi szamaiban foglalkoztunk a témaval, a megjelent cikkek koziil most Cserti Laszlo: A munkdra fogott
véletlen, 1. részétl] ajanlanank, amelyben tobb j6 példat lathatunk a moédszer hasznalatara.
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