1. Bevezetés

Ez a cikk nem koénnyd olvasmany. Meg szeretnénk mutatni, hogy a mélyebb matematikai hattér hogyan segithet
egy probléma elemzésében. Ehhez képet kell adnunk magarol a hattérrsl, ami nem egyszert, mert ezek a fogalmak
és tételek matematikai érettséget igényelnek, tipikusan az egyetemi tananyagban szerepelnek. Egy olimpiai feladat
jo alkalmat kinal az elsé randevira, még ha a komolyabb ismerkedés késGbbre marad is. A 2017-es Matematikai
Didkolimpia hatodik feladata a kdvetkezd volt.

1.1. feladat. Egy egész szamokbdl dllo (x,y) rendezett pdrt primitiv racspontnak neveziink, ha x és y legnagyobb
kéz0s osztdja 1. Ha adott primitiv rdcspontok egy véges S halmaza, bizonyitsuk be, hogy van olyan n pozitiv egész, és
vannak olyan zo, 21, . .., zn egészek, hogy minden (x,y) S-beli pontra teljesiil
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A sokféle lehetséges megkozelités egyike a kovetkezs. Legyenek az S halmaz elemei az (a1,b1),. .., (ag, br) parok.
Tekintsiik a kovetkez6 oszlopvektorokat:
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aby,
A kérdés az, hogy elGall-e a konstans 1 oszlopvektor a vg, . .., v, vektorok egész egyiitthatos linearis kombinacidjaként.

(Az n szdmot mi valaszthatjuk.)

Folmeriilnek tovabbi kérdések is. Mely n szadmok lesznek jok? Miért pont a konstans 1 vektor szerepel a jobb oldalon?
Meg tudjuk-e hatarozni, hogy altaldban mely vektorok allnak el ilyen linearis kombinécioként? Eléfordulhat-e, hogy
az Osszes egész koordinataju vektor elGall? Az egész vektorok hény szazaléka all igy el6?

Ezek a linearis kombinéciok egy rdcsot alkotnak. Az alabbiakban algebrai és geometriai modszerekkel is vizsgaljuk
majd a hasonl6 racsokat, és megvalaszoljuk a fenti kérdéseket. Specidlisan a feladat allitdsat is belatjuk.

A racsokat rengeteg helyen alkalmazzak a matematikidban. A legsiirtibb faiiltetés feladata haromszograccsal oldhato
meg. Minkowski racsgeometriai tételének egy szamelmeéleti alkalmazasat mi is folidézziik a 6. szakaszban. Ugyancsak
racsokat hasznél a Lenstra—Lenstra—Lovasz algoritmus (lasd [5]) polinomok szorzatra bontésara. A sik racsairdl Erdds
P4l és Suranyi Janos [1] kdnyvében olvashatunk bevezet6t.

Ko6szonetet mondunk Gréf Andrednak és Moussong Gdbornak értékes tanacsaikért.

2. Az elGismeretek Osszefoglalasa

Szamelmeéletb6l Freud Robert és Gyarmati Edit [3] tankényvét érdemes tanulmanyozni. Feltételezziik, hogy az Ol-
vasé tud banni kongruencidkkal, ismeri a mod m szdmolés fogalmat, az Euler—Fermat-tételt, és azt a tényt, hogy egész
szamok legnagyobb kozos osztdja folirhato e szamok egész egyiitthatos linedris kombinécidjaként.

2.1. Linearis algebra. Ismertnek tételezziik 61 Freud Robert [2] tankdnyvének elsé fejezetei alapjan a valos
szamok folotti vektorok, méatrixok és determinansok alaptulajdonsigait (linearis fiiggetlenség, rang, bazis, elGjeles
aldeterminansok, kifejtés és ferde kifejtés, matrixmiveletek, az inverz matrix képlete, Vandermonde-determinans).
A determinansokra vonatkozo eredmények akkor is érvényesek, ha a determinans elemei nem szdmok, hanem példaul
polinomok, hiszen minden szamolas ugyanaz, és polinomokbdl torteket is képezhetiink. Ha p primszam, akkor mod p
szamolva is érvényben maradnak a determinansroél tanult allitdsok.

Most determinansok Laplace-kifejtését, és a Cauchy—Binet formulakat idézziik f6l. A bizonyitasok elolvashatok
Kiss Emil honlapjé. (Ugyanebben a dokumentumban métrixok invertalasara is taladlhato egy gyors, eliminécios
eljaras.) Legyen M egy k x n-es matrix. Az M egy r X r-es aldeterminansén azt értjiik, hogy kivalasztunk r sort és
oszlopot, és vessziik az ezek metszéspontjaiban 4ll6 elemek alkotta matrix determinansat. Ha a sorok, illetve oszlopok

indexei I = {i1,...,4.} és J = {j1,...,Jr}, akkor a kapott aldeterminans jele My j, a hozza tartozo eljel sg(I,J) =
(_1)il+»~+ir+jl+»w+j7"

2.1. tétel. Legyen M egy k x k-as mdtriz. Rigzitsik az r elemd I C {1,2,...,k} halmazt tetszélegesen, és jelolje
I' az I komplementumdt az {1,2,...,k} halmazra nézve. Ekkor az M determindnsdnak Laplace-féle kifejtése (ahol

k
az 0sszegzés az oszlopok v elemid J részhalmazaira terjed ki, tehdt ( ) tag van):
r

det(M) =Y " sg(I,.J) My My .
J
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2.2. tétel. Legyen az M mdtriz m X k-as, az N pedig k x n-es (hogy dsszeszorozhatiéak legyenek) és K = MN.
Régzitsik az r elemd I C {1,2,...,m} ésJ C {1,2,...,n} részhalmazokat. Ekkor a Cauchy-Binet-formula a kdvetkezd
(IS| az S elemszdima) :

Krj= Z My sNg, ;.
SC{1,2,..k}, |S|=r

2.2. Matrix normalalakja. A [4] konyv 7.4.5. lemmajat ismertetjiik. Legyen M egész elemii matrix, melynek k
sora és n oszlopa van, azaz M € ZF*™, A kdvetkez6 lépéseket engedjlik meg.

(1) Egy oszlopbdl egy masik oszlop egész szamszorosanak levonésa.

(2) Két oszlop cseréje.

(3) Egy sorbol egy maésik sor egész szamszorosanak levonasa.

(4) Két sor cseréje.

2.3. tétel. A fenti négyféle dtalakitds alkalmas sorozatdval M a kévetkezd normalalakra hozhatd. A mdtrix fodt-
lgjdban dllo s1, sa,...,Sk szdmok sorban egymds osztdi (lehetséges, hogy egy idd utdn mindegyik nulla), és a mdtric
tobbi eleme nulla. Az s; szamok eldjel erejéig egyértelmiten meg vannak hatdrozva, és foltehetd, hogy s; > 0.

Han < k, akkor legyen s,,+1 = ... = s, = 0, azaz a f6atlot kiegészitjiik nulla elemekkel. A bizonyitas ki is talalhato,
maradékos osztassal kell kombinalni a Gauss-eliminéciot, és arra torekedni, hogy a matrix bal f6ls6 sarkdba keriils
szam az Osszes tobbinek osztoja legyen. Az egyértelmiiségi allitast most bebizonyitjuk.

2.4. definicié. Az M maéatrix m-edik determindnsosztdja az m X m méretd aldetermindnsainak a legnagyobb
(nemnegativ) kozos osztoja, jele A,,. Legyen Ag = 1. (Nyilvan M (determinans)rangja a legnagyobb olyan r, melyre
A, #£0.)

2.5. lemma. Ha m < {, akkor A, | Ay.

Bizonyitas. A Laplace-kifejtés (2.1. tétel) miatt mindegyik ¢ x ¢ méret(i aldeterminans el6all m x m-es aldeter-
minansok egész egyiitthatos linearis kombinaciéjaként. O

2.6. lemma. A 2.3. tételbeli dtalakitdsok a determindnsosztokon nem vdltoztatnak.

Bizonyitas. A cserére vonatkozo6 allitas nyilvanvalo. Adjuk az i-edik sor t-szeresét a j-edik sorhoz, az igy modositott
maétrixot jelolje M'. Csak azok az m x m-es aldeterminansok valtozhatnak meg, amelyeken a j-edik sor athalad, de
az i-edik sor nem. Legyen N ilyen aldeterminénsa M-nek, N’ a moédositott M’ méatrix megfelelé aldeterminansa, K
pedig az a determinédns, amit N-bdl gy kapunk, hogy a j-edik soraba beirjuk az M matrix i-edik soranak a megfelel6
oszlopokba es6 részét.

A K sorait atrendezhetjiik agy, hogy M egy mxm-es aldeterminansét kapjuk. Ez maximum elGjelvaltassal jar, tehat
ha A jeldli az M matrix m-edik determinansosztojat, akkor A | det(N), det(K). Ezért A | det(N') = det(N)+t det(K).
Belattuk tehat, hogy az M’ méatrix m-edik A’ determinansosztoja tobbese A-nak. Mivel az atalakitast visszafelé végezve
ugyanolyan tipusu atalakitdst kapunk (a j-edik sorhoz az i-edik sor —t-szeresét kell adni ahhoz, hogy M'-b&l M-et
kapjuk), ezért A = A, O

Egy normalalaki matrix m-edik determinansosztoja nyilvanvaléoan siss...sp,. Igy s, = A /A1, ahol A,
az eredeti M matrix m-edik determinansosztoja. Ez a képlet miikodik, amig A,,_1 # 0. Ha r a legnagyobb, melyre
A, # 0 (azaz M rangja r), akkor a képlet szerint s,1 = 0, és igy ¢ > r esetén is s; = 0, hiszen s,41 | ;-

3. Racsok bazisa és indexe

3.1. Két példa. A kockas papiron lathato ,récs” az egész koordinataja pontok A halmaza a sikon. Az origobol
a racspontokba mutaté vektorok csoportot alkotnak. Ez azt jelenti, hogy barmely két racsvektor 0sszege és kiilonbsége
is benne van a racsban. A racs diszkrét is: korlatos teriiletre csak véges sok racspont esik. A by = (0,1) és bs = (1,0)
vektorok bdzist alkotnak: mindegyik racsvektor egyértelmten elGall z1b; + zobs alakban, ahol z; egész szamok (azaz
a bazisvektorok egész egyiitthatos linedris kombindcidjaként). Bézist alkotnak a ¢; = (1,1) és co = (0, 1) vektorok is.

Forgassuk el az A racsot az origo koriil 45 fokkal, és nyujtsuk V2-szirésere. Ez is egy egeész pontokbol allo B
racs (azaz B részricsa A-nak), azokbol a pontokbol all, melyeknek vagy mindkét koordinataja paros, vagy mindkét
koordinataja paratlan. B is zart az Osszeadasra és a kivondsra, azaz részcsoport A-ban. Ha B minden eleméhez
hozzdadjuk a v = (0, 1) vektort (az igy eltolt halmazt jelolje v+ B, ez egy mellékosztily A-ban B szerint), akkor az A-
ra vett komplementer halmazt kapjuk, azokat a pontokat, melyeknek egyik koordinataja paros, a masik paratlan. Ha
w € B, akkor w+ B = B, tehat B maga is mellékosztély. Az A racs tehat két B szerinti mellékosztaly diszjunkt unioja.
Azt fogjuk mondani, hogy B indeze A-ban 2. A B racsban bazist alkot d; = (1,1) és dz = (1,—-1), de e; = (1,1) és
ez = (0,2) is.

Vizsgaljuk meg, hogy e két racsbol hany racspont esik egy adott teriiletre, mondjuk a (0,0), (0,n), (n,0), (n,n)
csicst négyzetbe. E négyzetet azon (aq,as) pontok halmazénak képzeljik, melyekre 0 < a1, a2 < n (azaz a négy



csticsbol pontosan egyet tartalmaz). Az ide es6 racspontok szama tehat n?, ami pontosan a négyzet teriilete. Ez nem is
meglepd, hiszen a nagy négyzetet kiparkettazhatjuk n? egységnégyzettel (ezeket is ugy képzeljiik, hogy a hataruknak
csak a bal és az als6 része tartozik hozzajuk). Minden ilyen kis négyzetben pontosan egy racspont van.

A parkettazast elvégezhetjiik a ¢; és co vektorok altal kifeszitett P paralelogramma eltoltjaival is. Ennek a cstucsai
(0,0), (1,1), (0,1) és (1,2). Ismét ugy tekintjiik, hogy P az aici + ascy pontok halmaza, ahol 0 < o, a0 < 1. A P
eltoltjai is hézagmentesen lefedik a sikot, és mindegyik eltolt pontosan egy racspontot tartalmaz. A nagy négyzetbdl
néhol kilégnak azok az eltoltak, amik a hatarhoz kozel vannak, de kénnyd latni, hogy a kilogo kis paralelogramméak
szama elhanyagolhaté a tobbiéhez képest. Azoknak az eltoltaknak a szama, amelyek teljesen a nagy négyzetbe esnek,
n’-tel osztva 1-hez tart, ha n tart a végtelenhez. Ebb6l kivetkezik, hogy a kis paralelogramma, teriilete 1 (ami persze
nyilvanvald, hiszen alapja és magassaga is 1).

Ha a B raccsal végezzilk el ezt a szamolast, akkor azt kapjuk, hogy a nagy négyzetben kozel n? /2 racspont van,
annak megfelelGen, hogy a (0,0), (1,1) (1,-1), (2,0) négyzetnek és a (0,0), (1,1), (0,2), (1,3) paralelogrammanak
is 2 a teriilete. Mindkét paralelogrammaba mindkét B szerinti mellékosztalynak egy-egy pontja esik. A két ,alap”-
paralelogramma teriiletének hanyadosa B indexe A-ban.

3.2. Alap-parallelotop. Az eddigi példakat altalanositjuk. Az R* tér P pontjait azonositjuk az origébol a P-be
vezets helyvektorral, azaz R* oszlopvektoraival.

Az RF Gsszeadasra és kivonasra zart, nem iires A részhalmazait csoportnak hivjuk (a csoport algebrai fogalma
ennél altalanosabb). Ha A minden elemének minden valos szamszorosat is tartalmazza, akkor neve (valos) altér. Ilyen
példaul egy origon atmend egyenes vagy sik a térben. Az A diszkrét, ha R* minden gémbje A-nak csak véges sok
pontjat tartalmazza. Az RF rdcsdnak az olyan diszkrét csoportokat nevezziik, melyekben van k linearisan fiiggetlen
vektor.

Altérre ugy kaphatunk példat, hogy vesziink vy, ..., v, vektorokat, és tekintjiik az Osszes A\;vy + ...+ A\, v, alakd
linearis kombinécidk halmazat, ahol \; tetszbleges valds szamok; ez a vy, ..., v, altal generdlt altér. Ha mindegyik \;
egész szam, akkor az altaluk generalt csoportot kapjuk. Ha tehdt generdlt altérrdl beszélink, akkor valds egyiitthatos
linearis kombindciokra gondolunk, ha generdlt csoportrol vagy racsrol, akkor az egyiitthatok egészek. Ha vektoraink
fiiggetlenek is (ekkor sziikségképpen n < k), akkor a kombinaciok egyiitthatéi egyértelmien meghatarozottak, és
az altér, illetve a csoport bdzisdt kapjuk. A béazis elemszama az altér dimenzidja, illetve a csoport rangja. Belatjuk
majd, hogy minden racsnak van bazisa.

3.1. definicid. Legyenek vy, ..., vy fiiggetlenek. Az altaluk kifeszitett P parallelotdp az aivi + ...+ agvy alaka
pontok halmaza, ahol 1 < ¢ < k esetén 0 < a; < 1. Ez a vy,..., vy altal generalt B racs (egyik) alap-parallelotdpja.
Tehat az alap-parallelotépokat B egy-egy bazisanak vektorai feszitik ki.

Magasabb dimenzioban a térfogat fogalmat intuitiv médon hasznéljuk. A parallelotépok térfogata alapszor ma-
gassag, ahol az alap ,teriilete” az eggyel alacsonyabb dimenzios térfogatot jelenti. A k-dimenzios térfogat fogalmanak
folépitése torténhet determinansok segitségével, lasd [2], 9.8. szakasz. Mindenképpen igaz a kovetkezs.

3.2. tétel. A vy,...,vi € R* vektorok dltal kifeszitett parallelotop térfogata egyenld a [Vi,...,VE] mdtriz determi-
ndnsdnak abszolit értékével. (E determindns eldjele a v1,..., vy rendszer dgynevezett irdnyitdsdt adja meg.)

Legyen P a B récs egyik alap-parallelotopja. A P-nek a v € B vektorokkal vett v + P eltoltjai hézagmentesen
kitoltik az R* teret. Minden ilyen v + P eltoltban pontosan egy eleme van B-nek: maga a v vektor. Ezért az el6z6
szakaszban, a konkrét példak esetében latott gondolatmenet altaldban azt adja, hogy ha vesziink egy R sugaru G
gbmbot, akkor a G térfogata elosztva a G-be es§ B-beli pontok szaméval a P parallelotép térfogatdhoz tart, midén R
tart a végtelenhez.

Legyen most A tetszéleges olyan racs, amely B-t tartalmazza. Barmely v € B esetén a v vektorral vald eltolas
az A és B racsokat 6onmagukba viszi. Ezért ha a P parallelotopba az A racsnak d pontja esik (a d véges szam, hiszen
A diszkrét), akkor ugyanez igaz mindegyik v + P eltoltra is. Emiatt ha a fenti G gémb térfogatat a G-be esé A-beli
racspontok szaméaval osztjuk, akkor ez a hanyados a P parallelotop térfogatanak 1/d-szereséhez tart, midén R tart
a végtelenhez.

3.3. allitas. Hau,w € A, akkor a w+ B halmazt (az egyik) B szerinti mellékosztalynak hivjuk. Az u+B ésw+ B
mellékosztdalyok vagy egyenldk, vagy diszjunktak; akkor egyenlék, ha uw —w € B. Ezért A a B szerinti mellékosztalyok
(diszjunkt) unidja. A mellékosztilyok szima a B részcsoport A-beli indexe, jele |A : B.

A konnyt bizonyitast az Olvasora hagyjuk. Az altalanos, csoportokra vonatkozo eset bizonyitasa megtalalhato a [4]
konyv 4.4. szakaszaban.
A 3.1. definici6 jeloléseit hasznalva

u=7vi+...+%vg € w=090vi+...+ 0V

akkor esnek ugyanabba a B szerinti mellékosztalyba, ha v; — J; egészek. Ezért u + B-nek egyetlen w vektora esik
P-be: amikor §; a ; tortrésze. Azaz P minden B szerinti mellékosztalybdl pontosan egy vektort tartalmaz, és igy
|A: B|=d.



Ha A-nak is van bazisa, és igy egy @ alap-parallelotopja is, akkor persze G térfogata elosztva a G-be es¢ A-beli
pontok szamaval @) térfogatéhoz tart. Ezért belattuk az alabbi tétel masodik allitédsat azzal a foltevéssel, hogy A-ban
és B-ben is van béazis.

3.4. tétel. Minden rdacsnak van bdzisa. Ha B részricsa A-nak, akkor B indexe A-ban a B és A alap-parallelotopjai
térfogatinak hdnyadosa (a kisebbik rdcsban nagyobb ez a térfogat). Specidlisan A birmely két alap-parallelotépjinak
a térfogata egyenld.

Bizonyitas. A tétel els6 allitasanak bizonyitasahoz legyen A réacs és vy, ..., vy fliggetlen vektorok A-ban. Essen d
darab A-beli pont a vy, ..., vy altal kifeszitett P parallelotopba. Ha van ezek ko6zott egy 0 # v = a1vy + ... + Qg Vi,
akkor valasszunk egy olyan ¢ indexet, amelyre o; # 0. A v; helyére v-t téve a kapott parallelotop térfogata kisebb
lesz, mint az eredetié volt, annak «;-szeresére valtozik. Ezt érdemes a sikon vagy a térben elképzelni (a magassag «;-
szeresére csokken), de algebrailag is konnyid megmutatni determinansok segitségével. Az eljarast folytatva egy olyan
vektorrendszert talalunk A-ban, amelyre mar d = 1, vagyis a P-be es6 egyetlen A-beli pont az orig6. De akkor
a vi,..., vy generalta B racs maga A. Valoéban, A minden u eleme beleesik valamelyik v + P eltoltba, ahol v € B.
Ebben az eltoltban az egyetlen A-beli pont az u, ezért u =v € B. a

3.5. feladat. Legyen d = |A : B|. Igazoljuk, hogy minden u € A-ra du € B.

Utmutatas. Vegyiink ki mindegyik B szerinti mellékosztalybol egy-egy u; vektort. Ekkor u+u; is csupa kiilonboz6
mellékosztalyban van, tehat mindegyik mellékosztalyba egy ilyen vektor esik. Ezért ui+. . .+uq és (u+uy)+. . .+(utuy)
ugyanabban a mellékosztalyban vannak. Kiilonbségiik du. ]

3.6. feladat. Legyenek B C A részricsai ZF-nak. Mutassuk meg, hogy a |ZF : A| index osztja a |ZF : B| indexet.

Utmutatas. B alap-parallelotopjanak mindegyik eltoltjaba A-nak |A : B| darab pontja esik. Ezért minden elég
nagy gémbben A-nak koriilbeliil |A : B|-szer annyi pontja van, mint B-nek. Ugyanez A és 7*, valamint B és ZF
viszonylataban is elmondhatoé. g

Ha az Olvaso e két feladat mélyebb algebrai hatterére kivancsi, lapozza {6l a [4] konyv negyedik fejezetében Lagrange
tételét és a faktorcsoport fogalmat.

3.3. Részracs bazisa. A 3.1. szakaszban vizsgalt mindkét példaban kétféle alap-paralelogrammat lattunk. Va-
laszthatunk ugy, hogy a B réacs alap-paralelogrammaja kiparkettazhato legyen az A racs alap-paralelogrammaéjanak
eltoltjaival: vegyiik B-ben a (0,0), (1,1), (0,2), (1,3) cstucsu paralelogrammét, A-ban pedig ennek az ,also felét”,
a (0,0), (1,1), (0,1), (1,2) csucsut. Vagyis A-ban a c; = (1,1) és co = (0,1) bazist, B-ben a c; és 2cq bézist tekintjiik.
Ebbdl is azonnal latszik, hogy az |A : B| index 2. Igen erGs tétel, a késGbbiek alapja, hogy ezt altalaban is meg lehet
tenni.

3.7. tétel. Ha B részracsa A-nak, akkor vdlaszthatunk olyan P és Q alap-parallelotépot A-ban, illetve B-ben, hogy
P eltoltjaival Q kiparkettizhato. Azaz van olyan cq,...,c bdzisa A-nak, hogy alkalmas s1, So, . .., Si pozitiv egészekre
$1€C1,...,8kCk bdzis B-ben. Ekkor |A : B| = s1 - ... si. A két bdzis gy is vdlaszthatd, hogy az s1 | s2 | ... | sk
oszthatdsdg is teljestiljon.

Geometriailag vilagos, hogy |A : B| = s1 - ... sk. Az algebrai bizonyitashoz vegyiik észre, hogy x1¢c1 + ... + xpck
és yic1 + ... + yrcy akkor vannak ugyanabban a mellékosztalyban B szerint, ha z; = y; (s;) minden j-re. Ezért
mindegyik mellékosztaly pontosan egyet tartalmaz azon z;cy + ...+ zicy vektorok koziil, melyekre 0 < z; < s;.

A c; bazis létezését altalanosabban bizonyitjuk. Lattuk, hogy B-nek van bézisa, azaz k vektorral generalhato.
Az altalanositas az, hogy tobb generatort is megengediink, és azt sem tessziik fol, hogy van kozottiik k fiiggetlen.

Ha A-nak vessziik egy bazisat, akkor B elemeit eleve ezek lineéris kombinécioiként irhatjuk fol. Ezért nem veszitiink
az altalanossagbol, ha az A = ZF esetet tekintjiik.

3.8. tétel. Legyen vi,...,v, € ZF és B az dltaluk generdlt csoport. Hozzuk normdlalakra az M = [vy,...,vy]
mdtrizot a 2.3. tétel értelmében, és jelolje s1 | s2 | ... | sk a fddtldban szerepld szamokat. Tudjuk, hogy az M mdtriz
r-edik determindnsosztoja s1 - ... S.. Ha M rangja v, akkor a kovetkezdk teljesiilnek.

(1) Van ZF -nak olyan c1, ..., cy bizisa, hogy sici,...,s,c, bizis B-ben.

(2) Ha r = k, akkor B rics és |Z" : Bl =51 - ... sp.

Bizonyitas. Kiindulunk a B csoport wi = vy, ..., W, = v, generatorrendszerébdl és Z*-nak a ,szokasos” b; =
e1,...,br = e bazisabol, amelyben az e; vektor i-edik koordinataja 1, a tobbi nulla. Az M-et normalalakra hozd

négyféle 1épés soran véltoztatjuk majd a w; generatorrendszert és a b, bézist is, ugy, hogy B ne valtozzon.

Egy kozbiils§ allapotban jeldlje a matrix i-edik sordnak j-edik elemét n;;. A kindulé allapotban nyilvan w; =
ny;b1 + ... 4+ ng;bi. Minden 1épés végrehajtasa utan ezzel a képlettel fogjuk definialni az 4j w; generatorrendszert.

Ha kicseréljiik a j-edik és a j'-edik oszlopot, akkor w; és w;: helyet cserél, de B nem valtozik. Ha az i-edik és
i’-edik sort cseréljiik, de kicseréljiikk a b; és by, bazisvektorokat is, akkor egyik w; sem véltozik, és igy B sem.

Ha a j'-edik oszlop t-szeresét adjuk a j-edik oszlophoz, akkor w; helyén w; + tw;, fog allni. Mivel w; + twj € B,
az uj vektorok B-nek egy részét generaljak. De ez az atalakitds megfordithato (az 4j j-edik oszlopbol kell kivonni
a j'-edik oszlop t-szeresét), ezért B most sem valtozik.



Végiil adjuk az i’-edik sor t-szeresét az i-edik sorhoz. Az egyszertibb tipogréfia érdekében legyen i = 1 és i’ = 2.
Ekkor
W, = nljbl + ngij + ...+ nkjbk = (nlj + tngj)bl + ngj(bQ — tbl) + ...+ nkjbk.

Ezért ha ba-t (by — thy)-re valtoztatjuk, akkor w; nem valtozik. Az Olvasora bizzuk annak ellenérzését, hogy az igy
kapott 1j rendszer is bézis Z-ban (azaz fliggetlen, és egész egyiitthatokkal folirhatod vele Z* minden vektora).

A végs6 allapotban, amikor M normélalakd, legyen ¢; = b;. Ekkor w; = sjc; ha j < k és w; =0, ha j > k, és igy
az sjc; vektorok generaljak B-t. A 2.6. lemma szerint menet kozben nem valtoznak meg a determinansosztok, és igy
a rang sem. Tehat az s; szamok koziil az els6 r lesz nem nulla, és igy sicq, ..., src, fiiggetlenek is. O

3.9. kovetkezmény. Legyenek by,....b, € Z* linedrisan figgetlen vektorok (r > 1) és B az dltaluk generdlt
csoport. Ekkor az alabbi dllitisok ekvivalensek.

(1) by,..., b, kiegészithetd Z" egy bdzisdvd.

(2) Ha m # 0 egész, v € Z* és mv € B, akkor v € B.

(3) A [by,...,b,] mdtriz r-edik determindnsosztdja 1.

(4) A [by,...,b,] mdtriz alaptételbeli alakjdban a f&dtle mindegyik eleme 1.

Specidlisan v € Z* pontosan akkor van benne Z* egy bdzisdban, ha primitiv, azaz a komponenseinek a legnagyobb
kézds osztdja 1.

Bizonyitas. Tegyiik 6], hogy létezik az (1)-ben megkovetelt by, ..., by bazis. Ha v = z1b; +. ..+ 2z by, akkor mv
pontosan akkor van B-ben, ha z; = 0 minden j > r indexre. De akkor v = z1b1 + ... + z.b, € B. Ezért (2) teljesiil.
Alkalmazzuk M = [by,...,b,]-re az el6z6 tételt. Ha a (2) pontban megadott feltétel teljesiil, akkor s;c; € B-bél

c; € B, azaz s; = 1 kovetkezik. Az r-edik determinansoszto s - ... - s, ami pontosan akkor 1, ha mindegyik s; = 1.
Végiil, ha i < r esetén s; = 1, akkor nemcsak by, ...,b,, hanem ci,...,c, is bazisa B-nek. Tehat Z* minden eleme
bi,...,by,Crp1,...,Cr egész egyiitthatos linearis kombinaciojaként is folirhato. Ez k vektor, és ezért béazis Z*-ban. O

3.10. feladat. Igazoljuk a 3.8. tétel segitségével, hogy ha a B C ZF rdicsban nincs primitiv vektor, akkor van olyan
m > 1 egész, amellyel B minden eleme oszthato.

3.11. feladat. Mutassuk meg a normdlalak folhaszndldsa nélkil, hogy ha M € ZF*"

dltal generdlt rics indexe Z*-ban az M mdtriz k-adik determindnsosztdja.

rangja k, akkor az M oszlopai

Utmutatas. Legyen B az M oszlopai altal generalt racs és by, ..., by béazis B-ben. Minden v € B folirhato
z1b1 + ... + ziby alakban. Jelolje f(v) azt az (oszlop)vektort, melynek a z; szamok a komponensei. (Az f egy

ugynevezett linearis leképezés, ami atkoordinatazza B elemeit az j bézis szerint). Nyilvan v = [by, ..., bg]f(v).

Az M oszlopaira f-et alkalmazva egy K matrixot kapunk. Mutassuk meg, hogy az M matrix k-adik A determi-
nansosztoja a K matrix k-adik D determinansosztojanak |d|-szerese, ahol d a [by, ..., by] métrix determinansa (vagyis
|d| = |Z" : BJ).

K oszlopai a teljes 7ZF racsot generaljak, mert ha w = [21, ... ,zk]T € ZF, akkor v = z1by +. ..+ ziby, € B folirhato
M oszlopai segitségével. Ugyanez mod p is igaz minden p primre, és ezért K-t mod p véve rangja sziikségképpen k.
Igy van olyan k x k-as aldetermin4nsa, ami nem oszthat6 p-vel, azaz p{ D. Tehat D = 1. ]

A cikk mésodik részében az olimpiai feladat racsat elemezziik, bemutatjuk Peter McMullen egy tételét ortogonalis
racsokrol, végiil feladatok segitségével lehetGséget kindlunk az Olvasonak arra, hogy néhany eddigi allitasra geometriai
bizonyitast adjon.

Hivatkozasok

[1] Erdds Pal, Suranyi Janos: Vilogatott fejezetek a szamelméletbsl. Polygon Kiado, 1996.

[2] Freud Robert: Linedris Algebra. ELTE Eo6tvos Kiado, 2014.
www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/2011 0001 527 LinearisAlgebra

[3] Freud Robert, Gyarmati Edit: Szdmelmélet. Nemzeti Tankonyvkiado, 2006.
www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/2011 _0001_519_Szamelmelet

[4] Kiss Emil: Bevezetés az algebriba. TypoTEX Kiado, 2007.
www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/2011-0001-526 _kiss_emil

[5] Radnai Andras: Rdcselmélet alkalmazdsa a szamelméletben, Szakdolgozat, ELTE, 2010.
web.cs.elte.hu/blobs/diplomamunkak /bsc _mat/2010/radnai andras.pdf


http://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/2011_0001_527_LinearisAlgebra/adatok.html
http://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/2011_0001_519_Szamelmelet/adatok.html
http://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/2011-0001-526_kiss_emil/adatok.html
http://web.cs.elte.hu/blobs/diplomamunkak/bsc_mat/2010/radnai_andras.pdf

