1. Bevezetés
Legyenek zg és yp a 0 és 1 kozotti szamok, valamint

(1) T1 = To + Yo mod 1,
Y1 =20+ 2yo mod 1,

ahol a mod 1 kifejezés tortrész vételét jelenti. Az 1. dbra szemlélteti, hogy mi torténik az egységnégyzettel, ha minden
pontjara végrehajtjuk ezt a leképezést: egy irdnyba megnyilik, egy masik irdnyba Osszeszikiil, majd az igy kapott
parallelogrammaéat a mod 1 mivelet visszadarabolja az egységnégyzetbe.

Y

0 1 z

1. dbra. Az egységnégyzet képe az Arnold-féle macska-leképezés hatasa alatt

Vlagyimir Arnold orosz matematikus utan Arnold-féle macska-leképezésnek szokés ezt nevezni, mivel Arnold egy
macska képével szemléltette a leképezés hatasat. A leképezés érdekessége abbol ered, hogy egyszertisége ellenére erésen
kaotikus. Ezalatt azt értjiik, hogy ha ismételten végrehajtjuk a leképezést, az egységnégyzet pontjai gyorsan és alaposan
megkeverednek. Ennek az az oka, hogy barmely pont egy iranyban tévolodik az eredeti ,szomszédait6l” (amerre nyulik
a négyzet), egy masik iranyban pedig kozeledik hozzajuk (amerre szikiil a négyzet).

De hogyan is szimuldlhatta Arnold ezt a leképezést? A kovetkezs eljaras a kézenfekvs: tekintsiink egy N x N
pixel mérett képet, és alkalmazzuk az (1) leképezést minden pixelre. A pixelek koordinétéit legkényelmesebb egész
szamokban megadni, azaz a kdvetkezs leképezést alkalmazzuk:

(2) Tk+1 = Tk —|—yk mod N,
Ye+t1 =Tk +2yr mod N, k=0,1,2,...,

ahol zy, és y, a 0 és N — 1 kozotti szamok. Mivel a mod N kifejezés az N-nel valo osztas maradékit veszi, 41 €S Yr+1
szintén 0 és N — 1 kozé esik.
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2. dbra. Macskabol kdoszba (k = iteraciok szama, N = 400)

Kezdetben ugy tiinik, hogy a (2) leképezés teljesen Osszekeveri a képilink pontjait, ahogyan a folytonos valtozata is.
Viszont némi szamitogépes kisérletezés utan meglepd moédon azt tapasztaljuk, hogy kezdeti képiink elgbb-utébb jra
megjelenik. De ha egy kicsit jobban belegondolunk, akkor lathatjuk, hogy maga a visszatérés ténye még nem igazan
meglepd.

1. feladat. Tegyiik fel, hogy a kép minden pixele csak fekete vagy fehér lehet. Mutassuk meg, hogy 2V * iteracio
alatt legalabb egy visszatérést tapasztalunk.

Ami viszont meglepd, hogy kozel sincs sziikség ilyen sok iterdciora. A 8. dbrdn egy olyan esetet lathatunk, ahol
kevesebb, mint N/2 iterdciora van sziikség a visszatéréshez. A kovetkezSkben attekintiink par egyszertibb &llitast
a visszatérési idoéral.



k=120

3. dbra. Visszatér a macska (k = iteraciok szama, N = 241)

2. Visszatérési iddé
Visszatérési idének fogjuk nevezni azt az iteraciészamot, amelyre eldszor visszatér az eredeti képilink. Pontosabban,
a visszatérési id6 az a legkisebb my szam, amelyre
ImN - IO?
Ymy = Y0

teljesiil az egységnégyzet valamennyi (zg,yo) pontjara.
Fogalmazzuk at ezt a definiciot.

2. feladat. Lassuk be, hogy

Ty = Ugk—1To + U2kyo mod N,
Yk = U2xTo + U2g4+1Y0 mod NN,

(3)
ahol w; az i-edik Fibonacci szam (azaz ug = 0, u; = 1, tovabba w;4+1 = u; + u;—1, i =0,1,...).
Tehat a legkisebb olyan k szamot keressiik, amelyre

mod N,

ugp—1 =1
0 mod N

U2k

teljesiil (azaz uor—1 N-nel valo osztas utan 1 maradékot ad, ugx pedig nullat). Ez a két feltétel elég, hiszen ezek-
b6l ugx—1 = 1 mod N kovetkezik. Ugy is mondhatjuk, hogy a visszatérési id6 egyenls a Fibonacci szamok modulo
N periédusanak felével. Ezt a periddust szokas Pisano-peridédusnak is nevezni. Sajnos zart formula nem ismert ra, de
az idevago ismereteink jo Osszefoglalasat adja D. D. Wall cikke [9].

A pontos képlet hidnyanak ellenére léteznek eredmények, amelyek felsé korlatot adnak a visszatérési idére. Ezek
az allitasok egyszerd szamelméleti eszkozokkel, &m helyenként rendkiviil aprolékos munkaval bizonyithatok. Az alabbi
allitast Freeman J. Dyson és Harold Falk bizonyitotta:

2
my < —

N="
felsd korlat.

Miel6tt ratérnénk a bizonyitasra, megjegyezziik, hogy Freeman Dyson neves elméleti fizikus és matematikus, aki
leginkabb a kvantumelektrodinamika elméletének kidolgozasaban vallalt szerepe miatt hires. JelentGségét a matema-
tikdban a rola elnevezett Dyson-transzformélt bizonyitja, amely az additiv szamelmélet egyik alapvets eszkoze.

Lassuk most Dyson és Falk bizonyitasat, amely a N. Vorobiev konyvében [8] leirt modszert koveti.

Bizonyitas. Legyen @ az u, Fibonacci-szam N-nel valo osztasi maradéka. Tekintsiik a

(4) <<I>0,<I>1>,<<I>1,<I>2>,...7<<I>k,<1>k+1>,...

rendezett parokat. Vegyiik észre, hogy (®q, ®;) = (0,1). Ebben a sorozatban legfeljebb N? kiilonboz6 elem lehet, tehat
barmely N2+ 1 elem kozott sziikségszertien lesz legalabb két megegyezs. Most bebizonyitunk egy lemmét, hogy aztan
tovabb haladhassunk a tétel bizonyitasaval.



1. lemma. Az elsd ismétlddd paros a (0,1).

Bizonyitas. Indirekten fogunk érvelni. Tegyiik fel, hogy az els§ ismétl6ds par (®y, Py1) valamely k > 0 szamra.
Tekintsiink ekkor egy olyan (®,, ®,.1), r > k parost, amely megegyezik vele, azaz @y = O, és P11 = D,41. Ekkor
a Fibonacci-szamok definicioja alapjan

(I)Tfl = (I)TJrl — ‘I)T mod N,
(I)k—l = (I)k-i-l — (I)k mod N,

azaz ®,_1 = ®,_1. Tehat
<(I)k—17 (I)k:> = <(I)7‘—17 (I)r>u

azaz (Pr_1, Py is ismétlddik, és korabban van a (4) sorozatban, mint (g, ®i11) — ellentmondésra jutottunk. Tehat
k= O, és fgy <(I)k7(1)k+1> = <(I)0, (1)1> = <O, 1> O

3. feladat. Lassuk be az el6z6 lemma segitségével a kovetkezst: tetsz6leges N szamra igaz, hogy az (ug utani) elss
N? Fibonacci-szam kozott lesz legalabb egy N-nel oszthato.

2. lemma. Legyen N > 2. Ha upy =0 mod N és uy+1 =1 mod N, akkor k pdros.

Bizonyitas. Vezessiik be a

Dy = upUpsz — Uy

mennyiséget. Dy = —1, valamint Dy41 = — Dy, hiszen

2 2
Uk4+1Uk+3 — Ujq 9 = (Uk+2 - Uk)(uk—i-l + Uk+2) — Ugq2 =
= Ug4+2Uk+1 — UkpUK+1 — URUE4+2 =
= —UpUkt2 + (Ukyo — Ug)Up+1 =

2
= —URUk+2 + Uk q-

Tehat Dy = —1, ha k paros, és Dy = 1, ha pératlan. Amennyiben uy = 0 mod N és uxr1 = 1 mod N, akkor
Dy = -1 mod N - igy k paros. ]

Innen mar kénnyd a tétel bizonyitasa: tekintsiik a ®g, ®1,... sorozatot. A @y, Dq,...,Py211 kezdGszeletben is-
métlédni fog 0,1 — legyen az elsG ismétldés @y, 4y 1. A 2. lemma alapjan ¢ paros, a visszatérési id6 definicidja szerint
pedig 2my = t. Azaz mN§N2/2. O

Egy altalanosabb, de kevésbé explicit képletet ad a visszatérési idére Gregory Gaspari:

2. tétel (Gaspari [6]). Legyen N primtényezds felbontdsa N = pi* ...pp*, ahol p; prim, és a; € N minden
3 =1,...,k esetében. Ekkor
my = LKKT{mptlll g ,mpzk},

ahol LKKT a legkisebb kézds tobbszorast jeldli.

Megemlitjiik, hogy a tétel Fibonacci-szamok periédusara vonatkozo megfogalmazasa méar szerepelt D. D. Wall joval
korabbi cikkében [9]. A Gaspari altal adott bizonyitas a kovetkezs.

Bizonyitas. Kezdjiik a bizonyitast egy észrevétellel: azt allitjuk, hogy ha K osztja N-et, akkor myg osztja mpy-et.
Mivel

U2my—1 =1 mod N,
Uozmy =0  mod N,

és K osztja N-et, azért ugm,—1 — 1 a K-val osztva is 1 maradékot ad, valamint ug,,, a K-val is oszthat6. Azaz

U2my—1 = 1 mod K,
Uomy =0  mod K.

(3)

Mivel mg a legkisebb szam, amire az (5) kongruencia-rendszer teljesiil, m g kisebb (vagy egyenls) mint m . Tegyiik
fel, hogy my az mg-val osztva nemnulla maradékot ad, azaz my = gmg + r, ahol 0 < r < mg, és q egész. Ekkor
gmg iteraci6 alatt visszatér a képiink g-szor, és mivel my iteracié alatt visszatér, r iteraci6 alatt is vissza kell térnie.
De r < mg, és my volt a legkisebb id6, ami alatt visszatér a kép, tehat ellentmondasra jutottunk. Azaz r = 0, és
ezzel belattuk az észrevételt.

Térjiink ra a tétel bizonyitasara. Tetszoleges j € {1,...,k} esetében p;l' osztja N-et, tehat az el6z6 észrevételiink
miatt mp ; osztja my-et. Ebb6l kovetkezik, hogy my kozos tobbszorose az m, B j e {1 ., k} szamoknak. Legyen

M egy kdzs tobbszdrose a m P2 j€{1,...,k} szamoknak. Ekkor

Uapr—1 =1  mod p?j,
uspr =0 mod p?].



Mivel a p?j szdmok kiilonb6z6 primek hatvanyaiként paronként relativ primek,

ugp—1 =1 mod pt ... pp*F =N,
ugpy =0 mod pit ... pp*F = N.

Viszont ez azt jelenti, hogy my osztja M-et. Mivel my a legkisebb egész szam, amire a fenti kongruencia teljesiil, my
a legkisebb kozos tobbszorose az moe; szamoknak. O
J

Tehat elég primhatvanyokra tudni a visszatérési id6t, ebbsl mar tetszoleges szamra kiszamithato. De ez még igy
sem egyszeri feladat. Gaspari cikkének a fliggelékében m = 1,...,195 periddusokra kigytdjtotte az Osszes p primet,
amelyre m, = m — ez nyajthat némi segitséget.

4. feladat. Lassuk be, hogy
a) maa1 = 120 (3. &bra),
b) maqoo0 = 300 (4 dbm).

k=300

4. dbra. N = 400, my = 300

4%, feladat. Tegyiik fel, hogy my paros. Milyen N-ek esetében fordul el6 hogy my /2 iteracié utan fejtetdn jelenik
meg a macska, ahogyan a 3. dbran is lathat6? A 4. dbra mutatja, hogy nem mindig ez a helyzet. Itt agynevezett
szellemképek jelennek meg, a magyarazatért lasd a [3] hivatkozast.

3. Alkalmazasok

Bar els6 réanézésre Arnold macska-leképezése csak egy matematikai jatéknak tinik, a kaotikussagét kihasznalva
praktikus alkalmazésai is lehetnek. A kovetkezd gytjtés a [7] hivatkozasra tamaszkodik.

A legnyilvanvalobb egy kép vagy szoveg titkositasa: a kép pixeleire, vagy a szoveg N x N-es blokkba rendezett
karaktereire alkalmazzuk a macska-leképezés egy megfelels hatvanyat. Igy alaposan megkeverednek a képpontok (vagy
a betiik), avatatlan szemlél6 nem képes az eredeti iizenetet visszafejteni. Tovabb bonyolithat6 a helyzet, ha a titkosito
egy altalanosabb macska-leképezést hasznal, példaul az

Tpy1 = Tk + ayg mod N,

(6) Y1 = azp + (@® + 1)yr mod N, k=0,1,2,...

vagy az

(7) Tht1 = Tk + ayi mod N,
Yrt1 = brg + (ab+1)yy mod N, k=0,1,2,...

iteraciot. Igy az eredeti iizenet csakis az a, b egész szamok ismeretében fejthetd vissza. Ezeknek a macska-leképezéseknek
a viselkedése teljesen hasonld Arnold macskajahoz. A visszatérési idokrél J. Bao és Q. Yang ir a [2] cikkben.

Egy kicsit izgalmasabb alkalmazés a szteganografidhoz kothets. A szteganografia olyan titkos tizenetek létrehozasa-
nak tudoméanya, amelyek létezésérdl a feladon kiviil csak a cimzett tud — szemben a kriptografidval, ahol az tizenet léte
nem rejtély, csak a tartalma. A két modszer egyiittes alkalmazasa természetesen a leghatékonyabb. Tegyiik fel, hogy
van egy képiink, amirél késébb majd meg akarjuk allapitani, hogy valaki manipulélta-e. A kovetkez6 a modszeriink:
iteracioval allitsuk vissza az eredeti képet, amelyen a vizjel egy hétkoznapi szemlélonek lathatatlan, hiszen a pixelei
alaposan szétszorodtak. Ha kés6bb meg akarjuk allapitani, hogy valaki modositotta-e a képet, elég a macska-leképezés

megjelenik a sarokban. A részletek a [4] cikkben talalhatok.
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