A 2017. méajusi emelt szinti érettségi feladatsor egyik feladata a kovetkezd volt:

8. b) Az egységnyi oldala ABC szabalyos haromszog minden csicsanal behiuztunk egy-egy szogharmadolo egyenest,
igy az 1. dbrdn lathatdo PQR szabalyos haromszoget kaptuk.

Szamitsa ki a PQR haromszog oldalanak hosszat!
A hivatalos javitasi-értékelési utmutatd harom kiilonb6z6 megoldast kozolt a feladatra, ezek megtekinthetSk pl. a
https://www.oktatas.hu/bin/content/dload/erettsegi/feladatok 2017tavasz emelt/e mat 17maj ut.pdf
cimen.

M1. Az els6 megoldas az ABQ haromszogben felirt két szinusztétel segitségével hatarozza meg a PQ oldal
hosszat (2. dbra).

M2. A masodik megoldasban egy szinusztétel és teriiletszamitas segitségével ériink célt. Tapc —Tupg = Tror;
és a szabdlyos haromszog teriiletébdl az oldalanak hossza mar szamithato.

M3. A harmadik megoldasban szinusztételek tobbszori alkalmazasaval meghatarozzuk a C'D, majd a d, c és b
szakaszhosszakat, ebbdl a szabalyos haromszog a oldalhossza mar szamithaté.

A javitasi atmutatoban a megoldasok végén a kovetkezs megjegyzés szerepel: ,Addicios tételek felhasznélasaval
bizonyithat6, hogy a = d = 2 - sin 10°.”

Jelen cikkben egyrészt elvégezziik ezt az addicids tételek segitségével torténd bizonyitast, masrészt tovabbi elemi
geometriai bizonyitasokat mutatunk a szabalyos haromszog oldalat meghatarozé a = d egyenlGségre.

Megjegyzés. Az a =d =2 -sin 10° egyenl&ség igazolasa addicios tételek segitségével.

A bizonyitasban felhasznaljuk M3. részeredményeit:

sin20° | sin60°  sin 20° sin? 20°

= — és a= — : - : )
sin 100° sin 100°  sin 60°  sin 60° sin 100°


https://www.oktatas.hu/bin/content/dload/erettsegi/feladatok_2017tavasz_emelt/e_mat_17maj_ut.pdf

valamint alkalmazzuk a sin 100° = sin 80° helyettesitést:

sin20°  2sin 10° cos 10°

d= sin 80° cos 10° = 2sin 10~
_sin®60° — sin” 20° — sin20° sin 80°
“= sin 60° sin 80° o
(sin 60° 4 sin 20°)(sin 60° — sin 20°) — sin 20° sin 80°
o sin 60° sin 80° -
_ 2sin40° cos 20° - 25in 20° cos 40° — sin 20° sin 80°
o sin 60° sin 80° -
sin 80° sin 40° — sin 20°sin 80° _ sin40° —sin20°  2sin10° cos 30°
o sin 60° sin 80° o sin 60° o sin 60° o
= 25sin 10°.

Ezzel igazoltuk az a = d = 2 - sin 10° egyenldséget.

b d
M4. A CER és CDA haromszogek hasonloak (szogeik 20°, 60°, 100°), igy — = 10 azaz b =cd. A CD egyenes
c
a C kozéppontu egység sugart kort M-ben metszi, AC = CM = 1. AMD< = 80°, igy az M AD haromszog egyenld

szara, és AM = d. Az M AD és ACM haromszogek hasonloak (szogeik megegyeznek, 3. dbra), ebbdl — = 7 azaz
MD = d*. Az AP egyenes szogfelezGje M AC<t-nek, igy az M AC haromszogben felirhato a szogfelez6-tétel:
+b_d
at+c 1

Innen d? 4+ b = da + dec, amibél a fent kapott b = ¢d miatt d> = da, azaz d = a kovetkezik.

Megjegyzés. A b = cd 6sszefiiggés az AM P haromszogben felirt szogfelezs-tételbdl is megkaphato, ha felhasznaljuk az M AD

és ACM héaromszogek hasonlosagat:
DP _b_DM _MA_d
PA ¢ MA AC 1’
A kovetkezd bizonyitas el6tt segédlépésként vegyiik fel az egység sugara korbe irt szabalyos 18-sz6g oldalait. Az el6zé
megoldas alapjan AM = MN = NB =d (4. dbra). A szabalyos sokszog szimmetriatulajdonsagabol kovetkezik, hogy

AB atloja és M N oldala parhuzamos.




MS5. Felmérjiikk PA-ra A-n tal AL = d-t, és azt fogjuk igazolni, hogy PL = PC.

LAM egyenl6 szart haromszog, ALM< = 20°, ezért LM és AB péarhuzamosak, és az L, M, N pontok egy
egyenesbe esnek. LN BA egyenl$ szaru trapéz (LA = NB) és nem hurtrapéz, ezért LN BA paralelogramma, és igy
LN = 1. Az LNC haromszog egyenls szaru,

180° — 80°

NCL«=NLC« = — = 50°.

Tovabba PCL< = PLC< ( = 30°), igy PL = PC, azaz ¢+ d = a + ¢, tehat a = d.

MS6. Ismét sziikkségiink van a szabalyos 18-sz0g oldalainak felvételére (M, N pontok). Felmérjiik RP-re P-n tul
PK = c-t, és azt fogjuk igazolni, hogy RK = KB (5. dbra).

5. dbra

APK 60°-0s szarszogl egyenld szart haromszog, ezért AK = ¢ és AK péarhuzamos EB-vel. Igy
KAM< = 60° —40° = 20°.

Az A és N tiikros helyzet a KC egyenesre, ezért KN = ¢, KNM< = 20°, és igy K, N, B egy egyenesre esik. KRB
szabalyos haromszog (pl. KR = RB és bezart szogiik 60°), igy KR = KB, a+ ¢ = c+d, tehat a = d.

Megjegyzés. Ha méar megkaptuk, hogy K, N, B egy egyenesre esik, akkor a megoldas befejezésére tobb lehetdség is kinalkozik.
Példaul a K RB haromszdg szabdlyossaga abbol is kdvetkezik, hogy szogei 60°-osak; vagy azt is megmutathatjuk, hogy AK BQ
paralelogramma.

M7. Felvessziik a szabalyos 18-szog oldalait és az el6z6 megoldasbeli K pontot. Jelolje AB és C'N metszéspont-
jat G (6. dbra). Az M N BG négyszog rombusz, mivel M N és BG oldalai parhuzamosak és egyenldk, és veliik azonos
hosszisagi az NB oldal is. Igy NB = MG = d, valamint NB, MG és AF parhuzamosak (FAB< = ABN< = 20°
valtoszogek.)

Azt fogjuk igazolni, hogy QG M P paralelogramma.
A QG szakasz hossza legyen z. Felmérjik AQ-ra Q-n tal QJ = c-t, igy a QBJ szabalyos haromszoget kapjuk
(QJ = @B és a kozbezart szogiik 60°). A GBQ és F'BJ haromszogek egybevagok, mert ¢ és d oldalaik 40°-os szOget



zarnak be, igy FJ = ¢ — b = z. Mivel az AKM és APD haromszogek egybevagok (megegyezik d és ¢ oldaluk és
a kozbezart szogiik 20°), igy KM = b, azaz MP = ¢ — b = z szintén. A QGM P négyszog egyenld szart trapéz (PQ
és MG parhuzamosak, M P = GQ) és nem hurtrapéz, ezért paralelogramma. Igy PQ = MG, azaz a = d.

Megjegyzések. 1. A megoldas soran mas utakat is kdvethetiink, bar ezek elvileg nem nagyon kiilonboznek. Példaul a QGM P négy-
szdgrol szogeinek kiszamitasaval is igazolhatjuk, hogy paralelogramma. Egy maésik lehetdség: a C koriili +60°-os forgatas a CAP
haromszéget a C BJ haromszogbe viszi, ezért CPJ szabalyos haromszog. PJ = JC' = a + ¢, és ekkor raismerhetiink az AK BQ
és PK BJ paralelogrammakra: az AQ = a+ ¢, KB = c+d, PJ = a + c szakaszok parhuzamosak és egyenl6 hosszuak.

2. A @J B haromszog konstrukciojabol és a GBQ és F BJ haromszogek egybevagosagabol kovetkezik, hogy

GQB< = FJB<=180° — FBJ<a — BFJ< = 60°.

A @QJB héaromszog konstrukcidja nélkil is igazolhatjuk a fenti 2. megjegyzésbdl adodd segédallitast: az AQB
haromszoghen QG szogfelezd.

Bizonyitas: Q-bol parhuzamost hizunk CD-vel, ez AB-t G'-ben metszi, és QG’ szigfelezbje az AQB szdgnek.
(Azt kell megmutatnunk, hogy G és G’ egybeesik.) Jelolje a szakaszok hosszat QG’' = 2z, G'D =y, G'B = t. Az AG'Q

haromszogben y_¢ (parhuzamos szel6k tétele), a BDR haromszoghen hasonloan % = %. A két egyenletbdl kovet-
kezik, hogy t = d; azaz G’ egybeesik a G szogharmadol6 talpponttal.

MS8. A szabélyos 18-sz0g oldalai és G felvétele utan ismét azt igazoljuk, hogy QG M P paralelogramma.

A fenti segédallitas miatt (az AQB haromszogben QG szogfelezs) QG és PM parhuzamosak, M7.-bél ismert MG
és PQ parhuzamossaga. QGM P paralelogramma, igy PQQ = MG, azaz a = d.

M. Forgassuk el a C' pont koriil pozitiv irdnyban 20°-kal az AC' D haromszoget, igy az M CG haromszoget kapjuk,
ahol MG = AD =d (7. dbra).

C

A forgatés szoge és irdnya miatt MG és AF parhuzamosak. A BFQG négyszog hturnégyszog, mert az FB
szakasz (Q-bol és G-bdl is 60°-os szogben latszik (@ és G ugyanabban a félsikban vannak FB-hez képest). Tehat
QGF< = QBF< = 20° (keriileti szogek tétele), vagyis QGB< = 80°. Emiatt PM parhuzamos QG-vel, igy a PMGQ
négyszognek két parhuzamos oldalpérja van, vagyis paralelogramma. Tehat MG = PQ, vagyis a = d.

Megjegyzés. Persze ismét kovethetiink mas utakat is. Példaul ha mar tudjuk, hogy a GBF(Q hitirnégyszog, akkor ebben

az FB = d htirhoz 60°-os keriileti szog tartozik, igy ugyanekkora keriileti szog tartozik a GB = d htirhoz is. Ezért BQG< = 60°,
és PQG< = 60° szintén. Innen pedig mar kévetkezik, hogy PMGQ paralelogramma.



