Masodik na

4. Legyenek R és S kiilonbézd pontok eqy Q korén, amikre RS nem dtmérdje a kornek. Legyen ¢ az Q) kérhéz a R
pontban hizott érintdegyenes. Legyen T az a pont, amire teljesil az, hogy S az RT szakasz felezépontja. Legyen J
eqy olyan pont az Q0 kér révidebb RS twén, amire teljesil az, hogy a JST hdromszég I' korilirt kére az £ egyenest két
kiilonbozd pontban metszi. Legyen T és £ metszéspontjai kozil az A pont az, ami kiézelebb van az R-hez. Az AJ egyenes
Q-val vett mdsodik metszéspontja legyen K. Bizonyitsuk be, hogy a KT egyenes érintdje a ' kdrnek.

Baran Zsuzsanna megoldasa. ElGszor is tegyiik teljesebbé az abrat a ,;masik metszéspontok” felvételével: legyen
INT ={A, Ay} és legyen AsJ NQ = {J, Ka}. A megoldas soran a szogeket iranyitva értelmezziik.

A megoldas sok-sok hasonlo haromszogpér észrevételén fog alapulni: az SAKA ~ SAs Ko/ a SAAs N ~ SK Ko/,
a RSKA ~ AsSRA, illetve az SKTA ~ ST Ax/\ hasonlosagokat fogjuk sorra belatni.

[Ezen a ponton érdemes lehet megprobdlni egyénileg befejezni a megolddst.|

JK3S5<1 = JKS< és SAyJ< = SAJ< (azonos iven nyugvo keriileti szogek), ezért SAKA és SAs Ko/ szogei
megegyeznek, igy SAKA ~ SAs Ko

A K
Ekkor 57 = 57, tovabba ASAs< = KSKo<t (hiszen mindketts KoSAs<t — KoSA< = KSA< — K3SA<),
2 2
emiatt SAAQA ~ SKKQA
Ekkor AA3S< = KK2S< = KRS<. Az RA érinti Q-t (és RS elvalasztja A-t és K-t), ezért ARS< = RKS<. Igy
az RSK A és AsSRA szogei megegyeznek, ezért RSKA ~ AsSRA.

TSK< =180° — KSR« = 180° — RSAz<t = A3ST, tovabba

ST _ SR _S4y _ Sk
KS KS RS TS
(itt kihasznaltuk, hogy S az RT szakasz felezGpontja), igy SKTA ~ ST AsA.

Ez utébbi hasonlosagbol kovetkezik, hogy ST K< = SA T <, ami éppen azt jelenti, hogy KT érinti a " kort. Készen
vagyunk.

Erre a feladatra sokféle megoldas elképzelhets. Két tovabbi megoldasi lehet&ség cimszavakban:

(1) Belatjuk, hogy AT || RK, majd pedig, hogy ARXT paralelogramma, melyben S az atlok felez6pontja. Itt X
a KST kor és az RK egyenes masik metszéspontja.

(2) Invertalunk R kozépponttal, RS sugarral. Belatjuk, hogy a KT egyenes képe és I' képe egymas tiikorképei
T'-re nézve. Ehhez belatjuk, hogy RK'SA), paralelogramma. Az RK' és A,S parhuzamossaga kijon RK és AT
parhuzamossagabol.

5. Adott eqy N > 2 egész szam. N(N + 1) futballjdtékos, akik kozott nincs két egyenld magassdigi, valahogyan
feldllnak egy sorban. Az edzd ki akar hagyni ebbél a sorbél N(N — 1) jdtékost igy, hogy a megmaradt 2N jdtékos
alkotta sor jatékosaira teljesiljon az aldbbi N feltétel:

(1) senki nem dll a legmagasabb és a mdsodik legmagasabb jdtékos kiozott,

(2) senki nem dll a harmadik legmagasabb és a negyedik legmagasabb jatékos kozdtt,

(N) senki nem dll a két legalacsonyabb jdatékos kozdott.

Bizonyitsuk be, hogy ez mindig megtehetd.

LAz els6 nap feladatainak megoldasat az oktoberi szamban kdzoltiik.



Borbényi Marton megoldasa. Készitsiink IV csoportot az alabbi médon: az elsé csoportban legyen a sor szerint
els6 N + 1 ember, a masodikban a masodik N + 1 ember, és igy tovabb. Célunk, hogy minden csoportboél pontosan 2
jatékost valasszunk ki, igy 6k a megmaradd 2N embernél egymaés mellé keriilnek.

A kovetkezd algoritmust alkalmazzuk:

— elkezdjiik jelolgetni a jatékosokat magassag szerint csokkend sorrendben;

— amint egy csoportban van két kijelolt focista, megéllunk;

— elhagyjuk ebbdl a csoportbdl a két kijelolt jatékoson kiviil az Gsszes embert, és minden més csoportbol a csoport
legmagasabb emberét;

— a két megjeldlt jatékossal mar nem kell foglalkoznunk, hiszen a megmaradtak kozott 6k ketten a legmagasabbak,
és senki nem all mar kozottilk; marad N — 1 csoportunk, mindegyikben N focistaval;

— ismételjiik a fenti eljarast az eggyel kisebb létszami, eggyel kevesebb csoportbol allo sorra stb.

6. Egy egész szamokbdl dllo (x,y) rendezett pdrt primitiv racspontnak neveziink, ha x és y legnagyobb kiézos osz-
toja 1. Ha adott primitiv rdcspontok egqy véges S halmaza, bizonyitsuk be, hogy van olyan n pozitiv egész, és vannak
olyan ag,ay,...,a, egészek, hogy minden (z,y) S-beli pontra teljesiil

aoxr™ + a1z ry + a2yt + . an_1zy"  +any™ = 1.

Williams Kada megoldasa. Szeretnénk tehat egy olyan egész egylitthatos nemkonstans homogén f(zx,y) poli-
nomot talalni, amire f(z,y) = 1, ha (x,y) € S. (Homogénnek neveziink egy tobbvaltozos polinomot, ha benne minden
tag fokszama egyenld.)

Az f(z,y) polinom létezését |S| szerinti indukciéval igazoljuk. Ehhez felhasznaljuk az an. Bézout-lemmat, ami
szerint barmely z és y egész szamok legnagyobb kozos osztoja elGallithato ax + by alakban, ahol a,b € Z. Az |S| =1
esetbdl indulunk ki: ha S = {(:E, y)}, akkor a Bézout-lemma szerint alkalmas a,b € Z-re f(z,y) = ax + by megfelel.

Tegyiik fel ezutan, hogy az S = {(a1,b1),...,(am,bn)} halmaz minden pontjin g(z,y) = 1, és szeretnénk az
(am+1,bm+1) elemet hozzacsatolni. A Bézout-lemma szerint Aa,,4+1 + Bbyn+1 = 1 alkalmas A, B € Z-re. Mivel a

m

h(z,y) = [ [(aiy — biz)

i=1

polinom értéke minden S-beli pontban 0, azért C, K € Z-re az
flay) = g(z,9)" = C- (Az+ By) "5 " h(x,y)

homogén polinom értéke minden S-beli pontban 1 (feltessziik, hogy K > m), mig

f(am-i-la bm-i—l) = g(am—i-la bm+1)K -C- h(am-i-la bm-i—l) .
—_————

=M

Azt allitjuk, hogy g(am+1,bm+1) €8 M = h(am41,bm+t1) egymashoz relativ prim. Valoban, ha lenne kozos p prim-
osztojuk, akkor p | m miatt p osztoja lenne az M valamelyik a;by,+1 — bjam11 tényezdjének (1 < i < m). Vegyiik
észre, hogy ekkor a homogenitas miatt

b?eggg(am-l-la bmt1) = g(bim41,bibmi1) = 9(@ibmi1, bibmi1) =

= by dg(ai,by) = by (mod p),

s igy p | 9(@m—+1,bm+1)-bSl p | b1 kovetkezik. Hasonléan kapjuk, hogy p | 1. Ez viszont ellentmond annak, hogy
Gm+1 €S b1 relativ prim.

Ha M # 0, akkor a relativ primség miatt g(am,11, bmH)“’('MD =1 (mod M) az Euler—Fermat-tétel szerint, igy pl.
K = mep(|M]) vélasztassal alkalmas C' € Z-re f(am+1,bms1) = 1 biztosithato. Ha pedig M = 0, akkor a 0-hoz val6
relativ primség miatt g(@m41,bm+t1) = =1, s igy K =2 és C' = 0 megfelel.

Tehat minden esetben biztositottuk, hogy f(am+1,bm+1) = 1 is teljesiiljon. Tehat az indukcios lépést befejeztiik,
az indukci6 teljes.

Megjegyzés. A feladat altalanositasa volt a 2017. szeptemberi szdmban megjelent A. 703. feladat. Egy tovabbi megoldasi
modszer olvashaté a

https://www.komal.hu/verseny /feladat.cgi?a=feladat&f=A703&I=hu

cimen.
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