I. rész

1. a) Egy gyorsvonat két vdros kiézétti utjit a menetrend szerint 80 km /h dtlagsebességgel szokta megtenni. A vonat
azonban egyik nap — pdlyafelijitisi munkdk miatt — az dtja elsd egyharmaddn csak 40 km/h dtlagsebességet ért el. Az it
mdsodik kétharmad részét a menetrend szerint eldirt 80 km/h dtlagsebességgel tette meg. Az it befejezd egyharmad
részén — hogy csokkentse a késést — gyorsitott, igy ezt a szakaszt 100 km/h dtlagsebességgel tette meg. A céldllomdsra
igy is 12 perc késéssel érkezett. Hiny km a tdvolsdg a két vdros kozott?

b) Egy vasiti jegy drdt eldszor p szdzalékkal felemelték, majd késébb 2p szdzalékkal csokkentették. Igy a jegy eredeti
drahoz képest végil 19,5 szdzalékkal olcsobb lett. Hatdrozzuk meg p értékét. (13 pont)

Megoldas. a) A két varos kozti tavolsagot jelolje s. Az adatok alapjan a kovetkezs egyenlet irhato fel (a tavolsa-
gokat km-ben, az id6t oéraban, a sebességet km /h-ban mérjiik):

1 1 1
s 1 1 1
2 402=3"43° 4 3%
80 +9 0 + 0 + 100
1200-zal beszorozva az egyenletet:
155 4 240 = 10s + 5s + 4s,

ahonnan s = 60, a két varos tavolsdga tehat 60 km.

Ellendrzés: A vonat a menetrend szerinti 80 km /h atlagsebességgel 45 perc alatt teszi meg a két varos kozti utat.
Ezen az uton az els6 20 km-t (40 km/h atlagsebességgel) 30 perc, a masodik 20 km-t (80 km/h atlagsebességgel)
15 perc, az utolsé 20 km-t pedig (100 km/h atlagsebességgel) 12 perc alatt tette meg, igy Gsszesen valoban 12 perc
késéssel (57 perc alatt) ért a célallomasra.

b) Az adatok alapjan felirhato egyenlet a jegy aranak véltozasara:

(1 + 1%0) (1 - %) = 0,305.

0 = 2p% + 100p — 1950.

10 000-rel beszorozva és rendezve:

Ennek a masodfoku egyenletnek a gyokei p; = 15 és po = —65. A negativ gyok nem ad megoldast, tehat p = 15.
Ellendrzés: Egy 15 szazalékos emelés utan egy 30 szazalékos csokkentés 1,15 - 0,7 = 0,805-szeresére valtoztatja
az eredeti arat, ami valoban 19,5 szazalékos cstkkenésnek felel meg.

2. a) Hatdrozzuk meg az (x4 1)*(2 + cx)4 kifejezésben c értékét, ha a miveletek elvégzésével nyert polinomban
az elséfoki tag egyiitthatdja —64.

b) Hatdrozzuk meg az A, B és C kijelentések lehetséges logikai értékeit, ha tudjuk, hogy az (AN B) — (=B V C)
d@llitas logikai értéke hamis. (13 pont)

Megoldas. a) (z +1)° = 2 4+ 22 + 1. Els6fokt tagot kapunk, ha az innen kapott 2z-et szorozzuk a (2 + cz)”*
hatvany konstans tagjaval, vagy az innen kapott 1-et szorozzuk a hatvany elséfoka tagjaval.
A binomialis tétel szerint (a + b)* = a* + 4a®b + 6a2b® + 4ab® + b*, tehat

(24cx)* =16+4-8-co+6-4-Pa?+....

Ezért a szorzatban az els6foku tag egyiitthatoja 2 - 16 4+ 1 - 32¢ = 32 + 32¢ = —64, ahonnan ¢ = —3.

b) A kovetkeztetés akkor és csak akkor hamis, ha az el6zmény igaz és a kovetkezmény hamis. Tehat (A A B) = i-nek
és (mBV C) = h-nak kell egyszerre teljesiilnie.

Ha (A A B) =i, akkor az A és B kijelentések logikai értéke is igaz. Ha B = i, akkor =B = h. (—=B V C) = h akkor
teljesiil, ha =B és C logikai értéke is hamis. Mar lattuk, hogy =B = h, ezért kell, hogy C' = h is teljesiiljon.

A feladatban szerepld kovetkeztetés logikai értéke tehat egyetlen esetben lesz hamis: A =4, B =14, C' = h.

3. a) Hdrom teljes grif kozil az elsdnek 5-tel kevesebb, a mdsodiknak 6-tal t6bb pontja van, mint a harmadiknak.
A két kisebb pontszdmi grdfnak egyiitt dsszesen annyi €le van, mint a legnagyobb pontszimiunak. Hatdrozzuk meg
a hdrom teljes grdf pontjainak szdmdt.

b) Egy grifban cseresznyének nevezziik a két eqymdshoz csatlakozd élbél dllo részgrdfot. Igazoljuk, hogy egy hétponti
teljes grafban a cseresznyék szdma megegyezik a négypontu korék szdmdval. (13 pont)

Megoldas. a) A legkisebb pontszamu graf pontjainak szaméat k-val jelolve a megoldand6 egyenlet:

b(k—1)  (E+5)(k+4) _ (k+11)(k+10)

2 2 2 ’
(k* — k) + (K* + 9k + 20) = k* + 21k + 110,

k? — 13k — 90 = 0,




k = 18 vagy k = —5. Ez utobbi nem megoldasa a feladatnak.
A harom teljes grafnak 18, 23, illetve 29 pontja van.
Ellendrzés: Kig-nak 153, Koz-nak 253, Kog-nek 406 éle van, és valéban 153 + 253 = 406.

7
b) I. megoldds. Egy cseresznye hérom pontjat (3) = 35-féleképpen valaszthatjuk ki. A harom pont koziil 3-
feleképpen valaszthato ki a cseresznye csiicsa. A hétpontu teljes grafban a cseresznyék szama tehat 35 - 3 = 105.
7
Egy négypontu kor pontjait < 4> = 35-féleképpen valaszthatjuk ki. Négy adott pont esetén 3-féleképpen valaszt-

hatjuk ki azt, hogy koziiliikk melyik 2-2 pont legyen a korben ,szemben”. A négypontt korok szama tehat 35 -3 = 105.

K7-ben tehat valoban megegyezik a cseresznyék és a négypontd korok szama.

II. megoldds. Kolcsonosen egyértelmid hozzarendelést adunk a hétpontu teljes grafban talalhato cseresznyék és a
négyponti kordk kozott.

Szamozzuk meg a graf csdicsait 1-t6l 7-ig. Egy tetsz6legesen kivalasztott négyponti kor pontjai legyenek 1 < a <
b<c<d<7,akorben nem szereplé pontok pedig 1 < e < f < g < 7. Harom olyan négypontd koér van, mely az a,
b, ¢, d pontokat tartalmazza (abcda, abdca és acbda), és harom cseresznye, mely az e, f, g pontokat tartalmazza (efg,
egf és gef). Ezt a 3-3 kort és cseresznyét rendre feleltessiilk meg egymasnak.

Ezzel minden négyponti korhéz pontosan egy cseresznyét, és minden cseresznyéhez pontosan egy kort rendeltiink,
tehat a négyponti korok és a cseresznyék szama valdban egyenld.

4. Egy nyolc valds szambdl allé adatsor 6t eleme ismert: 5; 5,5; 10; 12,5 és 15,5. A maradék harom elem elveszett,
de tudjuk, hogy legaldbb az eqyik egész szdm, és a hdrom elem kézil kettd egyforma wolt. Azt is tudjuk, hogy a teljes
adatsor dtlaga 10,5, szdérdsa pedig 3,5 volt. Hatdrozzuk meg a hianyzé hirom elem értékét. (12 pont)

54+55+10+125+155+2a+b

Megoldas. Legyen a hidnyzo elemek értéke a, a és b. Ekkor az atlag alapjan 3

10,5, ahonnan 2a + b = 35,5. A szorés alapjan

\/(5 —10,5) + (5,5 — 10,5)* + (10 — 10,5)* + (12,5 — 10,5)” + (15,5 — 10,5)* + 2(a — 10,5)° + (b — 10,5)*
- -

B \/84,5 +2(a—105)° + (b—10,5)° .
- 8 - A

ahonnan 2(a — 10,5)° + (b — 10,5)> = 13,5. ahonnan 2(a — 10,5)> 4+ (b — 10,5)* = 13,5.
Az els6 egyenletbdl b = (35,5 — 2a)-t ebbe behelyettesitve:

2(a —10,5)° + (25 — 2a)” = 13,5.

Rendezve:
6a’® — 142a + 832 = 0.

32 8
Ennek megoldasai: a; = 13 és aa = —, melyekhez tartozo b értékek rendre by = 9,5 és by = —.

A masodik esetben nem kapunk megoldast, mert a hdrom hidnyzo6 érték egyike sem egész szam, tehat a hianyzé
harom adat 13, 13 és 9,5.
Ellendrzés: a nyolc szambol 4ll6 adatsor atlaga valéban 10,5, szérasa pedig valéban 3,5.

II. rész

5. a) Egy hdromszog egyik oldala 7 cm hosszi, az egyik ezen fekvd szog 18 fokos, az oldallal szemkdzti szdg pedig
108 fokos. Hatdrozzuk meg a hdromszdg teriletét és a hdromszdgbe irhato kér sugardt.

b) Egy vizszintes terepen dllé torony talppontjdt megkézeliteni nem tudjuk. A torony magassigdra drnyékdinak
hosszdabol szeretnénk kivetkeztetni, de a torony megkdzelithetetlensége miatt az drnyék pontos hosszat sem tudjuk meg-
merni.

Ezért megjeloljik a torony drnyékdnak végpontjdat akkor, amikor a Nap sugarai 75°-o0s szogben érik a talajt. Né-
hdny ordval késébb, amikor a Nap sugarai mdr csak 60°-o0s szogben érik a talajt, a torony drnyékdt ennél 8 méterrel
hosszabbnak taldljuk.

Milyen magas a torony? (16 pont)



Megoldas. a) Jelolje a haromszog 18 fokos szoggel szemkozti oldalat a, az 54 fokos szoggel szemkozti oldalat pedig
b. A haromszog ismeretlen oldalainak hosszat szinusztétellel hatarozzuk meg:

a sin 18°
= h ~ 2,2
7 Sniose Ahomnan as 2,27 cm,
b sinb4°
—= h b= .
= = 5108 ahonnan 5,95 cm
A héaromszog teriilete:
. a - sin 54°
T = ﬂ ~ 6,44 cm?

2
(a két tizedesjegyre kerekitett értékével szamolva 6,43 cm?).
K
A beirhato kor r sugara a T = rs képlet segitségével hatarozhaté meg, ahol s = >
0,85 cm.
b) Jeldlje a torony magassagat h, arnyékanak hosszéat az els6 mérés alkalmaval x.

@ |

~ 7,61 cm. Innen r =

h
tg75° =~ 65 tg60° = ——
g ~ 6 tg ot

h =1tg75° -2 =tg60° - (x + 8).
Ebbél (kihasznalva, hogy tg75° = 2 4+ /3),

8- tg60°
=——>2 " (=4v3) =~ 6,9 mét
T 2750 —tg60°( \/—) ,9 méter,

majd h = tg75° - z( = 12 + 8v/3) ~ 25,9 méter.

75° 60°

Mdsképp:
h
r=———, majd ezzel tg60° = ———.
tg 75° ! & tg}';f)o +8
B = 1_%( =12+ 8V/3) ~ 25,9 méter.
tg 75°

6. Ot osztdlytdrs: Anna, Baldzs, Cili, Dénes és Elemér négynapos kozos nyaraldsra mennek. Mind a négy napon
sorsoldssal vdlasztjik ki maguk kézil azt az egy embert, akinek aznap reggel be kell vdsdrolnia (egy-egy emberre akdr
tobbszor is sor kerilhet).

a) Mekkora annak a valdszinisége, hogy mind a négy napon mds-mds ember megy bevdsdrolni?

b) Mekkora annak a valdszinisége, hogy mind a négy napon ugyanannak az embernek kell bevdsdrolnia?

¢) Mekkora annak a valdszinisége, hogy Anndt a négy nap alatt legalabb kétszer kisorsoljik?

d) Mekkora annak a valdszindsége, hogy a nyaralds sordn két ember intézi mind a négy bevdsdrldst (mindkettdre
legaldbb egyszer sor keril)? (16 pont)

Megoldas. a) A kérdezett valosziniiséget a kedvezs esetek és az Gsszes eset szamanak hanyadosaként kapjuk:

 5-4.3-2

s =0,192.

p



4
1
b) Annak a valoszintisége, hogy pl. Annat sorsoljak ki mind a négy napon, (g) . Mivel barmelyik osztalytars

esetén ugyanennyi ez a valészintiség, és ezek egymast kizar6 események, ezért

nN* 1
p—5'<g> —E—O,OO&

Masképp: Az els6 nap barkit kisorsolhatnak. Annak a valoszintisége, hogy a hétralevé hédrom napon is ugyanezt

az embert fogjak kisorsolni:
3
1 1

P(legalabb 2-szer kisorsoljak Annat) =

— 1 — P(0-szor) — P(1-szer) — 1 — (%)4 _ (‘i) (é) (%)3 _

113
=1-0,4096 — 0,4096 = 0,1808 | = — | .
’ ’ ’ ( 625)

¢) Binomialis eloszlast hasznélunk.

d) El6szor kiszamitjuk annak a valészintségét, hogy mind a négy bevasarlasra Annat és Balazst sorsoljak ki. A négy
bevéasarlas koziil Anna intézhet egyet, kett6t vagy harmat, a tobbit pedig Balazs.

3 5
4N /1\* 6

14
P(A és B vasarol minden nap) = 635 = 0,0224.

Mivel hatféleképpen valaszthato ki az a két ember, aki mind a négy bevéasarlast intézi, azért a kérdezett valoszintiség
az el6bbi érték hatszorosa:

4\ /1\* 4
P(3A,1B) = P(1A,3B) = =) = g5 = 00064,

Tehat

84
P(ketten vasarolnak minden nap) = 62 = 0,1344.

dn —1
7. a) Hatdrozzuk meg az a, = n sorozat legnagyobb alsd és legkisebb felsd korldtjdt.

n
b) Egy szdmtani sorozat elsé 11 tagjdnak dsszege 660. A sorozat elsd tagja, hatodik tagja, és elsé nyolc tagjanak
osszege (ebben a sorrendben) egy mértani sorozat hdrom egymdst kévetd tagjdt adja. Hatdrozzuk meg a szdmtani sorozat

elsd tagjat és differencidjat. (16 pont)
3 dn —1 1 1 ., .. . .
Megoldas. a) a,, = =4 — —. Mivel az — sorozat szigorian monoton csékken és 0-hoz tart, ezért az a, =
n n n

1
4 — — sorozat szigortian monoton né és 4-hez tart, tehat legkisebb felsé korlatja a 4, legnagyobb alsé korlatja pedig
n

1
az els6 tagja: ap =4 — 1= 3.
(2a; 4+ 10d) - 11

b) Az els6 11 tag Osszege: ) = 660, innen
(1) 2a1 4+ 10d = 120,
azaz a1 = 60 — 5d.
A mértani sorozatbol:
a1 +5d (2a1-;7d)»8

a1 - a1 + 5d ’
a? +10a1d + 25d* = 8a? + 28a:1d,
0 = 7a? + 18a;d — 25d*.

(*) Az a;-re kapott Osszefliggést ide beirva:
0 = 7(60 — 5d)” + 18(60 — 5d)d — 25d° =
= (25200 — 4200d + 175d*) + (1080d — 90d*) — 25d* =
= 60d* — 3120d + 25200 = 60(d* — 52d + 420).



Innen d = 10 vagy 42.

Ellendrzés: Az els6 esetben a1 = 10, ag = 60 és Ss = 360 valoban egy mértani sorozat (¢ = 6) harom szomszédos
tagja, tovabba S1; = 660.

A masodik esetben a3 = —150, ag = 60 és Ss = —24 szintén valoban egy mértani sorozat (¢ = —0,4) harom
szomszédos tagja, tovabba S11 = 660.

II. megoldds a (x)-gal jelolt résztol kezdve: d*-tel osztva legyen ¢ = %1, ezzel 0 = 7¢® 4+ 18¢ — 25. Innen ¢ = 1 vagy
25
—, azaz a1 = d vagy a; = —7d.

Ezt visszairva az (1) egyenletbe:

vagy 2a; + 10d = 12d = 120, ahonnan d =10 és a; = 10;

20
vagy 2a; + 10d = 7d =120, ahonnand =42 ésa; = —150.
III. megoldds: Az els6 11 tag Gsszegébdl kapjuk, hogy a1 + 5d = 60, ez éppen a szadmtani sorozat 6. tagja. FEzzel
a mértani sorozatbol:

60 (120;3d)-8

60—-5d 60 '
3600 = (60 — 5d)(480 — 12d),
0 = 60d> — 3120d + 25200 = 60(d* — 52d + 420).

Innen pedig az 1. megoldasnal latottak szerint folytathato a gondolatmenet.
8. a) Hatdrozzuk meg n értékét igy, hogy az aldbbi egyenldség teljesiiljon:
n 7

/2x+5dx:/10n—2x—3x2dx.
2 1

b) Mekkora teriletd sikidomot vdg ki az f(x) = — 1 fiigguény grafikonja az elsé siknegyedbdl?

4
(x +1)2
¢) Irjuk fel az f grafikonjdhoz az 1 abszcisszdji pontjiban hizott érintéegyenes egyenletét. (16 pont)
Megoldas. a) Elvégezziik az egyenlet két oldalan kijel6lt integralasokat a Newton—Leibniz-tétel alapjan:

[x2 + 55[:}721 = [10mc —z? - xﬂz,

(n® +5n) — (44 10) = (7T0n — 49 — 343) — (10n — 1 — 1),
n? — 55n 4 376 = 0.

Innen ny = 47 vagy ng = 8.
Mindkét n-re valoban teljesiil az egyenlGség: az els6 esetben 2430, a masodik esetben pedig 90 az integréalok értéke
az egyenlet mindkét oldalan.

4
b) Megkeressiik, hogy az f grafikonja hol metszi az x tengely pozitiv félegyenesét: (ﬁ —1=0,ebbdl (azx > 0
T+

feltétel mellett) x = 1.
Mivel az f grafikonja az y tengelyt metszi (4+3-ban), ezért az els6 siknegyedbdl levagott sikidom teriiletét az

1

/ —1d:10
:E—i—l

0

integral értéke adja meg:

T = b/1x+1 —1dx=[—xi“—xl):(—?))—(—él):l.

A kérdéses sikidom tehat éppen egységnyi teriilett.
¢) Az érintGegyenes meredekségét az f derivaltfiiggvényének az x = 1-ben felvett értéke adja:

f’(x)z—%wa, tehat f'(1) = —1.

Az 1 abszcisszaju pont masodik koordinataja:

Az érintGegyenes egyenlete y =1 — .



9. Egy villanymozdony dramszeddjét két ponton rogzitették a mozdony tetejéhez, ezek tavolsdga 0,6 méter. Az dram-
szedd négy, eqymdashoz csatlakozo egyenes szakaszbol all. A két rovidebb szakasz 0,5 méter, a két hosszabb szakasz 1 méter
hosszi (ldsd az abrat). Az dramszedd egyes szakaszai a mozdony tetejéhez és eqymdshoz képest csukldsan szabadon el-
mozdulhatnak. Jelélje h(a) az dramszedd legmagasabb pontjinak magassigdt a mozdony tetejéhez képest akkor, amikor
mindkét révidebb dg o széget zdr be a mozdony tetejének sikjaval.

0,5 m

0,6 m

a) Igazoljuk, hogy h(a) = \/1 —(0,3+0,5cosa)® + 0,5 sin .
b) Milyen magasan lesz az dramszedd legmagasabb pontja oo = 25° esetén?
¢) Mekkora o szdg esetén lesz az dramszedd legmagasabb pontja éppen 1 méter magassigban? (16 pont)

Megoldas. a) Az dbra jeloléseit hasznéljuk.

. a
B A Cy

Az aramszedd egyik rovidebb aga AB = 0,5 (m), ez az A pontban csatlakozik a mozdony tetejéhez. A B pont
merdleges vetiilete a mozdony tetdsikjara Bi. Ekkor BAB1<t = o, AB1 = 0,5cosa, BB; = 0,5sina.

Az aramszedd hosszabbik 4ga BC = 1 (m). A C pont merdleges vetiilete a mozdony tetGsikjara Ci. A B pont
merdleges vetiilete a CCy egyenesre Co.

h(a) = CCy = CCy + C2Cy = \/1 - C2B? + BB, = \/1 — (CLA+ ABy)? +0,5sina =

= \/1 — (0,34 0,5 cos a)2 + 0,5 sin a,

ami éppen a bizonyitandé volt.
b) a = 25° esetén

h(a) = \/1 — (0,34 0,5 cos 25°)% + 0,5 sin 25° ~

~ \/1 —(0,3+0,5-0,9063)% + 0,5 - 0,4226 ~ 0,869,

tehat ebben az esetben az dramszedd cstcs kb. 87 cm magasan lesz a mozdony tetejéhez képest.

¢) Megoldand6 a \/1 - (0,3 +0,5cos a)2 + 0,5sina = 1 egyenlet. A négyzetre emelést elvégezve és atrendezve:

2
\/0,91 —0,3cosa — COZ & 1 _05sina.

Emeljiik négyzetre most az egyenletet:

cos? a sin® a

:1— 1
sin a + n

0,91 — 0,3cosa —



Atrendezve:

sina cos?a

4+4

sina — 0,09 — ( ) = 0,3 cosa.
Kihasznalva, hogy sin® a + cos® o = 1, kapjuk, hogy sina — 0,34 = 0,3 cos a.
(%) Ismét négyzetre emeliink:
sin® a — 0,68 sina + 0,1156 = 0,09 cos a.

cos? o = 1 — sin? o helyettesitéssel:

1,09 sin? av — 0,68 sin v + 0,0256 = 0,

0,68+ /0,682 —4-1,09-0,0256 _ 0,68 + /0350784 _ 0,68 + 0,5923
2-1,09 N 2.18 - 2,18

sina 2 ~

Azaz sin o =~ 0,5836, tehat a =~ 35,705°, vagy sina = 0,0402, tehat o =~ 2,306°.

Ez utoébbi a masodik négyzetre emelésnél keletkezett hamis gyok (a négyzetre emelés el6tt az egyenlet bal oldala
negativ, a jobb oldala pozitiv). El6bbi érték viszont valoban megoldéasa a feladatnak, hiszen konnyd meggy6z&dni rola,
hogy ebben az esetben mindkét négyzetre emelésnél az egyenlgség mindkét oldala pozitiv.

Tehat o = 36° esetén lesz a mozdony dramszedGjének csiicsa éppen 1 méter magasan.

II. megoldds a (x)-gal jelolt részt6l kezdve:

sina — 0,3 cosa = 0,34.

V12 40,32 = \/1,09( 1,044)-gyel osztva:

, 0,3 0,34
sina — CosQx = ———.
1,00 1,00 09
Mivel ! 16,699° é 0.3 in 16,699° ért (az i t addicios tétel itségével) igy irhato
ivel ——= = cos 16, és —— =~ sin 16, , ezért ez (az ismert addicios tétel segitségével) igy irhato:
/1,00 /1,00 BHSC8 &y
: o : o : o 0734 . o
sin a cos 16,699° — cos asin 16,699° = sin(a — 16,699°) = ~ sin 19,006°,
/1,09

ahonnan (mivel o hegyesszog) a — 16,699° &~ 19,006°, azaz o = 35,705°.



