A hagyomanyoknak megfelel6en ebben az évben is kozoljiik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a meg-
oldasait; lényegében gy, ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremiikodésiiket kdszonjiik és
ezuton is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztiség

Elsé na

1. Minden ag > 1 egész szamra definidljuk az ag,ai,as,... sorozatot a kévetkezdképpen. Minden n > 0-ra legyen

_JVan, haJan egész szim,
ap41 =

a, +3 kulonben.

Hatdrozzuk meg az dsszes olyan ag értéket, amihez van olyan A szam, amire a, = A teljesil végtelen sok n-re.
Gaspar Attila megoldasa.
1. allitas: Ha ag = 0 (mod 3), akkor a sorozat tartalmazza a 3-at.

Bizonyitsunk ag szerinti teljes indukcioval. Ha ag = 3, akkor az allitas trividlis. Ha ag = 6, akkor a; = 9, és ay = 3,
ezért az allitas igaz. A tovabbiakban feltételezhetjiik, hogy ag > 9.

Lathato, hogy az ag, ag + 3, a9 + 6, . .. szdmtani sorozatban van az elsé négyzetszam a sorozatbol. A sorozat Gsszes
eleme 3-mal oszthato, ezért ez a négyzetszam x> = (?)k)2 alakt. Végtelen sok 3-mal oszthatd négyzetszam van, ezért
a sorozat tartalmaz négyzetszamot. A (3(k — 1))2 = (2 —3)® nem szerepel a sorozatban, ezért ag > (z —3)° =
22 —6x4+9 = x(x—6)+9>x4+9>1z Az 22 szerepel a sorozatban, ezért az x is szerepel. © < ag, ezért az indukcios
feltevés miatt az allitas igaz.

Lathato, hogy ha ag = 3, akkor a3 = 6, az = 9 és ag = 3. Ha 3 | ag, akkor az 1. allitas miatt a 3 végtelen sokszor
szerepel a sorozatban.

2. allitas: Ha ag = 1 (mod 3), akkor a sorozat tartalmaz 3k + 2 alaku szémot.

Bizonyitsunk ag szerinti teljes indukcioval. Ha ag = 1, akkor a; = 4, és ay = 2. Ebbdl lathato, hogy az allitas
ag = 4 esetén is igaz. A tovabbiakban feltételezhetjiik, hogy ag > 7.

Lathato, hogy az ag,ap + 3,a9 + 6, ... szamtani sorozatban van az els6 négyzetszam a sorozatboél. Ilyen biztosan
van, mert végtelen sok 3k + 1 alakil négyzetszam van. Legyen ez a négyzetszam x°. Az x2 szerepel a sorozatban, ezért
az x is szerepel.

Ha z = 3k + 2 alakd, akkor az allitas igaz.

Ha z = 3k + 1 alakd, akkor a (3k — 1)> = (z — 2)® nem szerepel a sorozatban, ezért ag > (z — 2)? = 2% — 4z +4 =
x(r —4)+4 >z +4>x. Az indukcios feltevés miatt az allitas igaz.

3. allitas: Ha ag = 2 (mod 3), akkor a sorozat szigorian monoton névekvd.

Egy négyzetszam nem lehet 3k + 2 alaku. Igy az ag, ag + 3, a9 +6, . . . sorozat nem tartalmaz négyzetszamot. Ekkor
a1 =ag+3,a2=ag+6, ..., a, =ag+ 3n. Ezzel az allitast igazoltuk.

Lathato, hogy ha ap nem oszthaté 3-mal, akkor a 2. és 3. allitds miatt a sorozat egy id6 utan szigortian monoton
novekve. Igy nincs olyan A, amit végtelen sokszor tartalmaz.

Tehat pontosan akkor van olyan A, amit végtelen sokszor tartalmaz a sorozat, ha 3 | ao.

2. Legyen R a valds szamok halmaza. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan f: R — R fiigguényt, amire minden valds x,
y szam esetén teljestil

FF@f W)+ fl@+y) = flay).
Matolcsi David megoldasa. Ha f(0) = 0, akkor y = 0-nél ezt kapjuk:
F(F@)f(0)) + f(z +0) = f(0-2).

Ebben az esetben f(z) = 0 minden z-re. Ez valéban megoldasa a fiiggvényegyenletnek.
Most nézziik azt az esetet, amikor f(0) # 0. Ha z = 0 és y = 0, akkor

FUF0)%) + £(0) = £(0),  F(f(0)*) =0.

Tegyiik fel, hogy f(¢) = 0ésc # 1. Hay = 1+ ﬁ, akkor (r — 1)(y — 1) = 1, azaz © + y = xy, ezért
fla+y) = flzy), gy f(f(2)f(y)) =0.

LA masodik nap feladatainak megoldasat a novemberi szdmban kozoljiik.




1 1
Legyenx = césy =1+ Py Ekkor f (f(c)f <1 + ;)) = 0. Mivel f(c) =0, f(0) =0, ez viszont ellentmond

az elején kikotott feltételnek.

Azt kaptuk, hogy f(c) = 0 esetén ¢ = 1, igy f(0)° = 1, ezért f(1) = f(f(O)Q) = 0, tovabba f(0) = 1 vagy
7(0) = 1.

Vilagos, hogy f(z) akkor és csak akkor megoldésa a fliggvényegyenletnek, ha — f(z) is megoldasa (mindkét oldal
elgjele megfordul). Ezért az altalanossag sérelme nélkiil feltehetjiik, hogy f(0) = —1.

Helyettesitsiink most az egyenletbe y = 1-et:

Ebbdl kovetkezik, hogy n egészekre f(z + n) = f(z) + n.

Megmutatjuk, hogy f(z) injektiv. Tegyiik fel, hogy nem az, vagyis létezik olyan A # B, hogy f(A) = f(B). Legyen
n egy A-nal nagyobb egész, és legyen A —n = a és B —n = b, ahol tudjuk, hogy a negativ.

Ha f(A) = f(B), akkor f(a) = f(b). Az x* — bz + a — 1 = 0 méasodfoku egyenlet diszkriminansa b? — 4(a — 1), ami
pozitiv (mivel a — 1 negativ), ezért az egyenletnek két gyoke van, r és s. A Viéte-formulakbol tudjuk, hogy r +s =10
ésrs=a—1;igy x =r és y = s valasztassal f(f(r)f(s)) + f(b) = f(a—1) = f(a) — 1.

Az egyenletbdl kivonhato f(a) = f(b): f(f(r)f(s)) = =1, f(f(r)f(s) +1) = 0, amib6l f(r)f(s) +1 = 1, azaz
f(r)f(s) = 0. Feltehets, hogy s = 1, ekkor a = 1-r+1 és b = r + 1, tehat a = b, ezzel ellentmondéasra jutottunk;
a fiiggvény valoban injektiv.

Legyen y = 1 — z. Ekkor f(f(z)f(1 —z)) + f(1) = f(2(1 — 2)),

Az injektivitas miatt f(z)f(1 — x) =z — 2°.

Legyen most y = —z. Ekkor f(f(;v)f(—:t)) + f(0) = f( — :102),

F(f@f(=o) = f(1-a?).
Az injektivitds miatt f(2)f(—z) =1 —2?, ezért f(2)f(1 —z) — f(z)f(—2) =2 —2* — (1 —2°) = 2 — 1. Masrésat

F@)f(1 = 2) = f2)f(=2) = f(2)(f(1 - 2) = f(~2)) = f(2).

Igy f() = 2 — 1 minden x-re. Ez valoban j6 megoldés: (z —1)(y — 1) — 1+ a2 +y—1=ay — 1.
Ez volt a megoldas, amikor f(0) = —1, és ennek az ellentettje, f(z) = 1 — z a megoldas, amikor f(0) = —1.
Tehat a fliggvényegyenletnek harom megoldasa van: f(z) =0, f(z) =x —1és f(z) =1 — .

3. Egy vaddsz és eqy ldthatatlan nyul egy jatékot jdatszik az euklideszi sikon. A nyil Ag kiinduldpontja és a vaddsz
By kiindulopontja egybeesnek. A jaték (n—1)-edik menete utin a nyil az A,—1 pontban, a vaddsz a B,_1 pontban van.
A jdték n-edik menetében a kévetkezd hdrom dolog torténik, ebben a sorrendben:

(1) A nyul lathatatlan mddon egy olyan A, pontba megy, amire A,_1 és A, tdvolsdga pontosan 1.

(it) Egy nyomkdvetd eszkoz megad egy P, pontot a vaddsznak. Az eszkéz dltal a vaddsznak nyijtott informdcio
minddssze annyi, hogy P, és A, tdvolsdga legfeljebb 1.

(i4t) A wvaddsz lathaté mddon egy olyan B, pontba megy, amire B,_1 és B, tdvolsiga pontosan 1.

Igaz-e, barhogyan mozogjon is a nyiul, és barmilyen pontokat jelezzen is a nyomkiévetd eszkiz, hogy a vaddsz mindig
meg tudja gy vdlasztani a mozgdsdt, hogy 10° menet utdn o tdvolsdg kizte és a nyul kizott legfeljebb 100 legyen?

Kovacs Benedek megoldasa. A feladat llitasa nem igaz: belatjuk, hogy a vadéasz akdrmilyen stratégidja esetén
a nyomkovetd jelezheti Py, Ps, ..., Pjgo pontok olyan sorozatit, hogy a nytilnak létezzen olyan, a szabdlyok szerinti
AgAiAs ... Ajge lehetséges mozgassorozata, amire Bigo Ajge > 100. Vagyis ha a nyul maga jelolheti ki a nyomkévets
jelzéseit a szaméra legkedvezébb moédon, akkor a vadasz nem tudja garantalni, hogy 100-on beliil keriiljon a nytlhoz.

Legyen d; = A;B;. A nyul célja az, hogy dige > 100 legyen. Nyilvan az is elég szamara, ha valamilyen i < 10%-re
d; > 100, hiszen ha ekkor a nyul a tovabbi 1épésekben mar mindig a vadasszal ellentétes irdnyban lép, akkor lépésével
a vadasztol valo tavolsagat 1-gyel noveli, a vadasz pedig a sajat lépésében legfeljebb 1-gyel csokkentheti, vagyis egy
fordulon beliil a tavolsag nem csokken, igy a 10%-edik fordulé utan is 100-nal nagyobb lesz.

1
Lemma. Ha az i. forduléban d; < 100, a vaddsz nem tudja garantdlni, hogy df+200 <d?+ 3 legyen.
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Bizonyitas. A nyul tehat 200 forduld alatt szeretné a vadasztol vett tavolsdganak négyzetét —-nél tobbel megno-

velni. A vadésznak az i-edik forduld kezdetekor a nyil mozgasardl rendelkezésére allo informaciot a Py, Po, ..., P4
pontok jelentik. Ezen pontok alapjan a nytlnak akar tobb lehetséges helye is lehet, de most tegyiik fel még azt is, hogy
a nyul konkrétan elarulja a helyzetét, az A; pontot. A korabbi informaciok igy feleslegessé valnak.

Jeloljiik ¢-lel az A; B; egyenest (A; = B; esetén tetszleges egyenest A;-n keresztiil). Mérjiik fel az dbra szerint az [
egyenesre az A; pontbol, B;-vel ellentétes irdnyban /39999 egységet, igy kapva a Z pontot. A Z pontban merélegest
allitva ¢-re, ezen a merglegesen vegyiik fel a C és Ca pontokat Z-t6l 1 tavolsadgra. Ekkor a Pitagorasz-tétel miatt
A;C1 = A;,Cy = /39999 + 1 = 200 lesz.

A nyul szdmara a kévetkez6 200 forduloban az lesz a stratégia, hogy egyenesen elmegy a C; célpontba (ezt megteheti,
hiszen A;C; = 200). Mivel a teljes A;C; szakasz 1 tavolsdgon beliil van az ¢ egyenestdl, a nydl minden forduloban
kijelolheti helyzetének az ¢-re vett meréleges vetiiletét, mint a nyomkdvets altal adandé jelzést.

Természetesen ugyanezeket a jelzéseket megadhatna a nyual akkor is, ha nem a Cj, hanem a Cy pontba menne el
hasonlé modon, hiszen a két atvonal ¢-re nézve szimmetrikus. A vadasz igy a 200 fordul6 alatt kapott jelzésekbdl nem
fogja tudni, hogy a Cy vagy a Cy pont felé tart-e a nyul. Nézziik azt a B; 200 pontot, ahova a vadasz ezalatt eljutott.
Ez a pont biztosan a B; koézéppontt, 200 sugart koron beliil van, legyen ennek az ¢-lel valé (a nyul iranyaba esd)
metszéspontja M.

Osszuk fel ezt a kort két részre az £ egyenes (C1C5 felez6merdlegese) mentén. Az egyik (az abra szerint felss) részben
lévs pontok a Cq célponthoz, a méasik (alsd) részben lévék Co-hoz vannak kozelebb. A felsd rész Gsszes pontjara igaz,
hogy legalabb olyan tavol vannak Cs-t6l, mint M, mert mind vizszintesen, mind fiigg6legesen legalabb olyan tavol
vannak t6le (ha az abra szerint, vagyis az ¢ egyenessel parhuzamosnak vessziik a vizszintes iranyt). Ugyanigy az also
rész Osszes pontja legaldbb olyan tévol van C;-t6l, mint M.

Igy a két lehetséges célpont koziil a tavolabbi mindenképpen legalabb olyan messze lesz a vadasztol, mint az M C; =
MC, tavolsag. Szamitsuk ki ezt a tavolsagot. B;A; = d;, igy A;M = 200 — d;. Igy MZ = A;Z — A;M = /39999 —
200 + d;, és a Pitagorasz-tétel alapjan

MCy = /MZ2 + G122 = \/ (V39999 — 200+ di)* + 1.
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Azt kell belatnunk, hogy ez a tavolsag nagyobb, mint |/d? + 3

V (V39999 — 200+ di)* +1 >y [d? + %

1
39999 — 200 + d;)* +1 > d? + 5

1
d; 4+ 80000 — 400v/39999 > d7 + 3

(V39999
d; +2(v/39999 — 200)
2(v/39.999 — 200)d; — 400v/39 999 + 80 000 >
2(v/39999 — 200)d; + 400(200 — v/39999) >
(400 — 2d;) (200 — v/39.999) >

(200 — d;)(200 — v/39999) >

4>|>—~l\3|>—‘l\3|>—‘l\3|’—‘

Mivel d; < 100, azaz 200 — d; > 100, elég belatni, hogy

200 — v39999 > 100’
80000 — 400v39999 > 1,
79999 > 400v'39 999.

Négyzetre emelve:
799992 > 39999 - 4002.

Ez pedig igaz, mert
79999% — 1 = 80000 - 79998 = 16 0000 - 39 999 = 39 999 - 4007
Ekvivalens lépésekkel dolgoztunk, igy a vadasz szamara rosszabbik tavolsag legalabb MCy > 4/ d? + E , igy a lem-
méat belattuk.
A lemméabol mar kovetkezik a bizonyitando allitas: a jaték elején dg = 0, és a lemma szerint (teljes indukcioval)
a vadasz szaméara legrosszabb esetben d%oo" > %n, amig a tavolsag el nem éri a 100-at. Ez az elérés pedig legkéssbb

n = 2-100? = 20 000-re bekovetkezik, azaz 200-20 000 = 4-10° fordulon beliil. Vagyis di»loﬁ > 10000, azaz d4.196 > 100.
A nyul ezzel elérte a céljat, hiszen 4 - 10 < 10°.



