Bevezetés

A szamelmélet bovelkedik a hosszi id6n at vagy akir a mai napig megoldatlan problémakban, ilyenek példaul
a Goldbach-sejtés, az ikerprimsejtés vagy a méar igazolast nyert Fermat-sejtés. Ezek kozos jellemzGje, hogy az alta-
lanos iskolai tananyag ismeretében lényegében megérthetSek, nincs sziikség hozzdjuk fels6bb matematikai tudéasra,
a bizonyitasuk mégis évszazadok 6ta varat vagy varatott magara.

A diofantoszi szamotosokrol sz6lo, kevésbé kozismert sejtésrél mindez ugyanigy elmondhatd, raadéasul a bizonyi-
tasadt a kozelmiltban jelentették be. Ennek apropoéjan a kovetkezSkben ezt a probléméat jarjuk koril, bemutatva
a kérdéskorhoz kapcsolodo, kiterjedt kutatasok aktualis allasat és szamos nyitott kérdését.

El6szor Diophantosz okori gordg matematikus adott meg négy olyan pozitiv racionélis szamot, melyek koziil barme-
lyik kettd szorzatdhoz 1-et hozzdadva egy racionalis szdm négyzetét kapjuk. Pierre de Fermat volt az, akinek sikeriilt
négy ugyanilyen tulajdonsagi egész szamot talalnia, méghozza az {1, 3, 8,120} szamnégyest. Ezek valoban megfelelGek,
ugyanis

1-34+1=22 1-841=3% 1-1204+1 = 112,
3-841=52 3-120+1 =192, 8120+ 1 = 312
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viszont senkinek nem sikeriilt ilyen pozitiv egész szamot taldlnia. Alan Baker és Harold Davenport 1969-ben bizonyi-
tottak be, hogy a Fermat-féle szamnégyes pozitiv egész szammal nem bévithet6 megfelels szamotosse, s6t az {1,3, 8}
szdmharmas a 120-on kiviil nem egészithets ki mas pozitiv egész szammal ilyen szdmnégyessé.

Diofantoszi szamhalmazok létezése

A pozitiv egész szamok halmazanak egy legalabb kételemi A részhalmazat diofantoszi szamhalmaznak nevezziik, ha
barmely a,b € A, a # b esetén ab+ 1 négyzetszam. Ha egy diofantoszi szamhalmaz n elemi véges halmaz, akkor diofan-
toszi szam-n-esnek, n = 2 esetén diofantoszi szaimpdrnak is hivjuk. Egyszerd észrevétel, mégis érdemes megfogalmazni,
hogy egy diofantoszi szimhalmaz minden legalabb kételemi részhalmaza szintén diofantoszi szamhalmaz.

A definici6 és az ahhoz fliz6tt megjegyzés ismeretében az egyik legtermészetesebb kérdés az, hogy milyen elemszamu
diofantoszi szamhalmazok léteznek, kiilonos tekintettel arra, hogy mi a legnagyobb lehetséges elemszam.

Végtelen diofantoszi szamhalmazok. Kezdjiik azzal a kérdéssel, hogy 1étezik-e végtelen diofantoszi szamhalmaz,
mivel ennek megvalaszolasa soran be tudjuk mutatni a problémakor vizsgalatanak egyik kulcsfontossagu otletét.
Ha egy legalabb négyelemii diofantoszi szamhalmaznak harom kiilénb6z6 eleme a, b, ¢, akkor tetszéleges tovabbi
z eleme esetén ax + 1, bz + 1, cx + 1 négyzetszamok, ezért szorzatuk is négyzetszam, azaz valamilyen y pozitiv egész
szammal
(az + 1) (bx 4+ 1)(cx + 1) = 3>

Ez egy elliptikus egyenlet, igy nevezziik ugyanis az f(x) = y? alaku diofantoszi egyenleteket, ahol f(z) egy harmadfoka
polinom.

Louis J. Mordell 1922-ben bebizonyitotta, hogy ha ennek a polinomnak a gytkei egyszeresek, akkor az elliptikus
egyenletnek csak véges sok megoldasa lehet. Alan Baker 1968-ban ennél egy még erGsebb allitdst igazolt, a gyokokre
vonatkozo feltétel megtartédsa mellett megadott az elliptikus egyenlet megoldasainak abszolit értékére egy felsé korla-
tot. Meg kell jegyezniink, hogy ezek igen komoly matematikai eredmények, Baker ezt megalapozé munk4jaért, valamint
annak kiilonb6z6 diofantoszi egyenletekre torténd alkalmazasaiért elnyerte az egyik legrangosabb matematikai dijat,
a Fields-medalt.

Visszatérve a mi kérdésiinkre, akir Mordell, akar Baker tételébél kovetkezik, hogy csak véges sok lehetséges x
létezik, tehat minden diofantoszi szamhalmaz véges halmaz.

Diofantoszi szamparok. Konnyedén tudunk végtelen sok diofantoszi szdmpéart konstruélni. Egyszerten egy tet-
sz6legesen valasztott, 1-nél nagyobb négyzetszdmnal 1-gyel kisebb szdmnak kell venniink egy osztéparjat. De meg
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tudunk adni diofantoszi szamparokat paraméteresen is, példaul {1, k2 + 2k} és {k,k + 2} diofantoszi szamparok min-
den k pozitiv egész szam esetén.

Diofantoszi szamparokat a Fibonacci-szamok segitségével is kaphatunk. A Cassini-azonossag szerint minden k
pozitiv egész szém esetén FjFryo + (—1)F = FZ,,, igy ha k még raadasul paros is, akkor {Fy, Fj1o} diofantoszi
SzAmpAr.

Diofantoszi szamharmasok. Euler megmutatta, hogy minden diofantoszi szampar kiegészithets diofantoszi
szamharmassa. Legyen ugyanis {a,b} egy tetszGleges diofantoszi szampar, ahol ab + 1 = r%. Ekkor {a,b,a + b + 2r}
diofantoszi szamharmas, ugyanis

ala+b+2r)+1=(a+7)%  bla+b+2r)+1=(b+r)

Erdekességként megemlitjiik, hogy ha a Fibonacci-szamok segitségével fent megadott {Fy, Fri2} (k > 2 paros)
diofantoszi szampéart bévitjiik ezen a modon, akkor az { Fi, Fi42, Fit4} diofantoszi szamharmashoz jutunk, melynek
tehat harmadik eleme is Fibonacci-szam.

Diofantoszi szamnégyesek. Euler ennél tovibb is tudott menni, a diofantoszi szamparokboél nyert diofanto-
szi szamharmasokat sikeriilt kiegészitenie diofantoszi szamnégyesekké. Joseph Arkin, Verner E. Hoggatt Jr. és Ernst
G. Straus 1979-ben megmutatta, hogy ez altalanosabban is megtehets, barmelyik diofantoszi szamharmashoz megad-
hat6 egy negyedik pozitiv egész szam, aminek hozzavételével diofantoszi szimnégyeshez jutunk. Vegyiink ehhez egy
tetszéleges {a, b, ¢} diofantoszi szamharmast, ahol ab+1 = 72, ac+1 = s%, be+1 = t2. Ekkor {a, b, ¢, a+b-+c+2abc+2rst}
diofantoszi szamnégyes, mivel

a(a+ b+ c+ 2abe + 2rst) + 1 = (at + rs)?,
b(a+ b+ c+ 2abe + 2rst) + 1 = (bs + 1),
cla+ b+ c+ 2abe+ 2rst) + 1 = (cr + st)*.

A konstrukciobdl az is kovetkezik, hogy végtelen sok diofantoszi szamnégyes létezik. Ugyanakkor meglepd lehet, de
az Osszes eddig ismert diofantoszi szadmnégyes ilyen, Gn. reguléris alakd, azaz a legnagyobb eleme a masik hdrombél
ezzel a szaballyal all el6. Nyitott azonban az a kérdés, hogy van-e méasfajta diofantoszi szamnégyes.

Diofantoszi szamo6tosok. Sokaig tartotta magat az a sejtés, miszerint nem létezik diofantoszi szamotos. Ez nem
fiiggetlen az el6bb emlitett probléméatol sem, hiszen ha létezne diofantoszi szamdotos, akkor a harom legkisebb eleméhez
a negyedik vagy az 6t0dik elem hozzévételével nem regularis diofantoszi szamnégyest kapnank. Bo He, Alain Togbé és
Volker Ziegler egy megjelenésre varé cikkben igazoltak ezt a sejtést, tehat nincs diofantoszi szamotos.

A probléma altalanositasai, valtozatai

Ahogyan lattuk, a diofantoszi szamotosokrol szolo sejtés bizonyitasaval a diofantoszi szamhalmazokrol mar majd-
nem mindent tudunk. A definici6 kiilonféle altalanositasaival és valtozataival azonban kifogyhatatlan problémakorhoz
jutunk, melybdl a teljesség igénye nélkiil szemezgetiink néhany eredményt.

{-diofantoszi szamhalmazok. Rogtén az els§ gondolat a definici6 médositasara, hogy 1 helyett valamilyen mas
{ egész szamot adjunk hozzé az elemek szorzatdhoz. Ennek megfelelGen egy legalabb kételemii, pozitiv egészekbdl &llo
A halmazt ¢-diofantoszi szimhalmaznak hivunk, ha minden a,b € A, a # b esetén ab + ¢ négyzetszam.

Kezdjiik annak bizonyitasaval, hogy ha £ 4-gyel osztva 2-t ad maradékul, akkor nem létezik ¢-diofantoszi szamnégyes.
Ha ugyanis egy négyelemt, egész szamokbol all6 halmaznak van 4-gyel oszthatoé eleme, akkor annak barmelyik masik
elemmel vett szorzata is oszthaté 4-gyel; ha pedig nincs 4-gyel oszthatd eleme a halmaznak, akkor a skatulyaelv
szerint van két elem, melyek ugyanannyit adnak maradékul 4-gyel osztva, igy szorzatuk 4-gyel vett osztasi maradéka
0 vagy 1. Tehat mindenképpen taldlhaté a halmazban két elem, melyek szorzatdhoz ¢-et adva olyan szdmhoz jutunk,
melynek 4-gyel vett osztasi maradéka 2 vagy 3, a négyzetszdmok viszont 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhatnak. Erdekesség, hogy ezt a viszonylag egyszerii észrevételt harom egymastol fiiggetlen cikkben publikaltak,
melyek mindegyike 1985-ben jelent meg.

Andrej Dujella 1993-ban megmutatta, hogy ha £ 4-gyel osztva nem 2-t ad maradékul és ¢ ¢ {—4,—-3,—1,3,5,8,12,20},
akkor létezik ¢-diofantoszi szamnégyes. A kimaradé nyolc szam esetén viszont jelenleg megvalaszolatlan az ¢-diofantoszi
szamnégyesek létezésének kérdése. Ugyanakkor azt is igazolta, hogy ha ¢ négyzetszam, akkor végtelen sok ¢-diofantoszi
szamnégyes van. Itt kell még megemliteni, hogy bizonyos ¢ értékekre léteznek ¢-diofantoszi szamdtosok és szamhatosok,
és érdekes modon nem minden ilyen ¢ négyzetszam, példaul sikeriilt megadni (—255)-diofantoszi szamotost.

m-edik hatvany diofantoszi szamhalmazok. A probléma egy masik altalanositasdhoz jutunk, ha a legalabb
kételemd, pozitiv egészekbdl all6 A halmaztol azt varjuk el, hogy minden a,b € A, a # b esetén ab + 1 négyzetszam
helyett teljes m-edik hatvany legyen.

Yann Bugeaud és Andrej Dujella 2003-ban vizsgéltak az m-edik hatvany diofantoszi szamhalmazokat, és bebizo-
nyitottak, hogy elemszamuk rendre legfeljebb 7, 5, 4 illetve 3 lehet, ha m = 3, m =4, 5 < m < 176, 177 < m. Viszont



ezek a fels§ korlatok nem feltétleniil pontosak, s6t m > 5 esetén még m-edik hatvany diofantoszi szamhérmast sem
ismeriink.

Racionalis diofantoszi szamhalmazok. A diofantoszi szaimhalmazok probléméaja az egész szamok helyett vizs-
galhato a racionéalis szamok korében is, ahogyan azt eredetileg Diophantosz és Euler is tette. Meg kell jegyezni, hogy
egy raciondlis diofantoszi szamhalmaz elemeinek d kozos nevezdjével megszorozva a szamokat egy d*-diofantoszi szam-
halmazhoz jutunk, és viszont.

Az els6 raciondlis diofantoszi szamhatost Philip Gibbs talalta, 2017-ben pedig Andrej Dujella, Matija Kazalicki,
Miljen Mikié és Szikszai Mdrton megmutatta, hogy a racionélis diofantoszi szamhatosok szama végtelen. Azonban azt
nem tudjuk, hogy létezik-e nagyobb elemszamu raciondlis diofantoszi szdmhalmaz.

Ha a racionalis esetben kiegészitjilk a definiciot azzal, hogy a halmaz barmely a eleme esetén a® +1 is egy racionalis
szam négyzete legyen, azaz a definicidbeli kdvetelményt nem feltétleniil kiilonb6zé halmazbeli elemek szorzatédnak 1-
gyel torténd megnovelésére irjuk els, akkor az erds racionalis diofantoszi szamhalmaz fogalméahoz jutunk. (Az egész
szamok korében ennek a modositasnak természetesen nincs értelme.) Andrej Dujella és Vinko PetriGevi¢ 2008-ban
igazoltak, hogy végtelen sok ergs raciondlis diofantoszi szamharmas létezik, de nem ismert, hogy van-e er6s racionalis
diofantoszi szamnégyes.

A fent leirt valtozatok természetesen szabadon kombinalhatok, vagy vizsgalhatok mas szamhalmazokon, példaul
a Gauss-egészekre (olyan komplex szamok, melyeknek valos és képzetes része is egész szam), vagy akir az egész
egyiitthatos polinomok korében, igy az ismertetést is végelathatatlanul folytathatnank.

Ehelyett zarszoként szeretnénk kiemelni, hogy Dujellanak eléviilhetetlen érdemei vannak a témakdr népszertsitésé-
ben, melyhez szamottevs eredményekkel maga is hozzajarult. Valamint honlapjan fenntart egy folyamatosan frissiils,
teljességre torekvs irodalomjegyzéket is tartalmazo oldalt, melyet jo szivvel ajanlunk az érdeklddsk figyelmébe.
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