A moh¢ stratégia alkalmazasa kapcsan foglalkoztunk a 2016 oktoberében megjelent szamban a cimletezés problé-
majaval: fizessiink ki adott pénzosszeget a rendelkezésre allé papirpénzek és érmék (vagyis adott cimletek) segitségével
ugy, hogy a lehetd legkevesebb szamu pénzdarabot hasznéljuk f6l. A ma szokasos cimletek mellett a feladat megoldhatd
moho6 modszerrel. Az eljaras a kovetkezd: megnézziik, hogy melyik az a cimlet, amely még nem nagyobb a kifizeten-
d6 Osszegnél, és abbdl a lehets legtobbet folhasznalva fizetiink; ezutdn ugyanezt tessziik a kifizetés utan fennmarado
Osszeggel, és igy tovabb. Ha van 1 értékd a cimletek kozott, akkor minden pénzosszeg kifizethets, egyébként nem
feltétleniil.

A hivatkozott cikkben szerepel a kovetkez$ allitas: ha cq,ca, ..., ¢, pozitiv cimletekre teljesiil, hogy 2¢; < ¢;11
(1 <i < n), akkor a cimletezésre adott moh6 megoldas optimalis, tehat a lehets legkevesebb szamu cimletet hasznalja
ol a kifizetéshez. Elnézést kérek az olvasoktol, sajnos egy ,kozismert” tévedést adtam tovabb, az allitds nem igaz!
Példaul az 1, 4, 9 cimletek mellett a 12 kifizetéséhez a mohé moédszer a 12 = 9+ 1 + 1 + 1 cimletezést adja, pedig
a 12 =4+ 4 + 4 kevesebb szamu pénzt hasznal fol. A téves allitas azért olyan hihets, mert ha 2¢; = ¢;11 (1 <i < n),
akkor a feladatra optimalis megoldast kapunk a fent leirt moho stratégiaval.

Fontos tehat, hogy egy moho stratégia alkalmazasa el6tt igazoljuk, hogy a moédszerrel talalt megoldas optimalis.
A moho megoldas menete a kovetkezs 1épésekbdl all. ElGszor a teljes feladatot két részfeladatra bontja. Az egyik rész-
feladatot optimalisan megoldja a részfeladatbol kiolvashato informaciok alapjan. Ezutan a mésik részfeladatot megint
két részre bontja, és azok koziil megoldja az egyiket ugy, hogy optimélis megoldast ad, és igy tovabb. Amennyiben
a részfeladatokra adott optimalis megoldasok a teljes feladat optimalis megoldasat adjak, akkor a moho stratégiaval
kapott megoldas optimalis megoldasa az eredeti feladatnak.

Neézziik a cimletezés feladatra adott moh6 megoldast (természetesen abban az elébb emlitett esetben, amikor
az egymast kovets cimletek pontosan egymas kétszeresei). Vegyiik észre, hogy ilyen specialis cimletek mellett minden
olyan megoldas, amely a nem legnagyobb cimletbél egynél tébb darabbal fizet nem optimalis, hiszen két ilyen cimlet
helyettesithet6 egy nagyobb cimlettel. Ugyanakkor az is igaz, hogy egy adott cimlet értéke 1-gyel nagyobb az Osszes,
nala kisebb cimletek mindegyikének egyszeri folhasznalasaval kifizetett Osszegnél (2-es szamrendszer). A bizonyitas
lépései ezek alapjan:

1. Hasonlitsunk 6ssze egy moho stratégiaval kapott eredményt, és egy méasik modszerrel kapott optimalis megoldast.
A moho megoldas a cimletek koziil elséként a legnagyobb olyan cimletet valasztja (legyen ez c,,), amely még nem
haladja meg a kifizetends p Osszeget.

2.a. Ha az optimalis megoldas is ezzel a cimlettel fizet, akkor a moh6 moédszer a legnagyobb cimletben megegyezik
a masik, optimalis megoldéassal.

2.b. Ha az optimalis megoldas a mohd megoldésnal nagyobb cimlettel fizet, akkor tobb mint p Gsszeget fizet ki,
tehat a megoldis nem helyes.

2.c. Ha az optimalis megoldas a mohé megoldéasnal kisebb cimlettel fizet, akkor legfoljebb ¢,, — 1 pénzosszeget tud
kifizetni az Osszes c,,-nél kisebb cimlet egyszeri folhasznalasaval. Azonban p > ¢,,, tehat ez a megoldas nem lehet
optimalis.

Mivel a 2.b. és 2.c. pontokban ellentmondasra jutottunk, ezért csak a 2.a. pont lehetséges. A legnagyobb, p-t nem
meghalad6 cimlet moh6 valasztésa tehat jo dontés volt. Amennyiben még maradt kifizetendé pénz, ugy folytassuk
a p — ¢, Osszeg kifizetésével az 1. pontra visszatérve. Ismét csak az lehetséges, hogy azonos a kovetkezd cimlet kiva-
lasztasa. Ha még ezutan a kifizetés utén is maradt kifizetendd 6sszeg, akkor ismét térjiink vissza az 1. pontra. Minden
ilyen esetben a pénzosszeg csokken, ezért a gondolatmenet véges 1épésben befejez6dik. Tehdt a moho és az optimaélis
megoldéas megegyezik. Ezzel igazoltuk, hogy a feladatra adott moh6 megoldas is optimalis.

Kérdések és feladatok
1. feladat: Optimalis megoldast ad-e a mohé moédszer a cimletezés problémajara akkor, ha az egymaést kovetd
cimletek egymas a-szorosai (a > 2 és ¢ > 1 egészek), tehat a cimletek ¢, ac, ..., a" 'c? Ha igen, akkor igazoljuk

a moho stratégia alkalmazasanak helyességét, ha nem, akkor adjunk ellenpéldat.

Foglalkozzunk a tovabbiakban a 2016. novemberében kittizott I/S. 12. feladattal. A feladat pontos szévege meg-
taldlhato weboldalunkon, itt most csak a probléma rovidebb leirasat adjuk. Fedjiink le 1 x 1, 1 x 2,2 x 2,2 x4, ...,
2NV 5 2N 9N 5 9NFL mretii négyzetekkel és téglalapokkal (csempékkel) egy a x b méreti téglalapot (a, b és N pozitiv
egészek).

A feladat egy cimletezés probléma kiterjesztése két dimenzioba. A feladatra sok szép és egészen frappans megoldas
érkezett, melyek — egy kivétellel — lényegében a moho stratégiat alkalmaztik. A nem moh6 megoldas dinamikus
modszer alkalmazhatosagat igazolni kell. Természetesen a helyes és érthet6 leirast tartalmazé megoldasok a mohd
modszer helyességének bizonyitasa nélkiil is teljes pontszamot értek. Mégis — a fenti tapasztalatok alapjan — érdemes
meggondolni, hogy tényleg j6-e a mohoé megoldas.

Ahogyan a cimletezés feladatnal tettiik, vizsgaljuk meg itt is a cimleteket, azaz a csempéket. Jeloljik a legkisebb,
azaz 1 x 1-es teriiletét to-lal, a 2 x 1-es teriiletét t1-gyel, a méret szerinti sorrendben n-edik teriiletét ¢,-nel. A teriilet
szerint novekvs sorrendbe allitott csempékre igaz, hogy — a legkisebb kivételével — mindegyik csempe teriilete az el6z6
teriiletének kétszerese, ezért t, = 2".



Vegyiik észre, hogy a legkisebb csempén kiviil barmelyik csempe helyettesithet két feleakkora teriiletd maésik
csempével. Példaul egy 8 x 4-es csempe helyettesithetd két 4 x 4-es csempével. De ez a két csempe is helyettesitheté
két fele akkora teriiletiivel. Tehat a 8 x 4-es csempe akar egy 4 x 4-es, harom 2 x 2-es és két 2 x 1-es csempére is
cserélhetS (lasd az 1. dbrdt az els6 belsd boriton). Ez az érdekes tulajdonsag abbol ered, hogy ha vessziik a csempék
egy csoportjat, amelyek Osszes teriilete egyenlS egy nagyobb csempe teriiletével, akkor azokbol mindig folépithetd
a nagyobb csempe. Példaul az el6bbi 8 - 4 = 32 teriilet esetén legyen a csempék teriilete 32 =5-4+3-24+6-1. Ha
a hat darab 1 teriilet(it 6sszerakjuk, akkor éppen harom 2 teriilet(it kapunk; ha a most 6sszesen hat darab 2 teriilett
Osszerakjuk, akkor harom 4 teriilettit kapunk; az igy nyert nyolc darab 4 teriiletd pedig pontosan lefedi a 8 x 4-es
csempét (lasd a 2. d@brdt a boriton). Természetesen fogalmazzuk meg altalanosan és igazoljuk észrevételiinket:

1. dbra: 8 x 4-es csempe helyettesitései kisebb teriiletd csempékkel
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2. dbra: egy 8 x 4-es csempe Osszedllitasa Osszesen 32 teriiletd csempékbdl

1. dllitas: Ha adott a csempék egy tetsz6leges csoportja, melyek teriiletének Osszege egyenls egy nagyobb csempe
teriiletével, akkor a csoportban 1év6 csempékbdl kirakhaté a nagyobb csempe.
Bizonyitds: Az allités trivialis abban az esetben, ha a csempék csoportja egy elembdl all. Ha a csoport t0bb csempét

tartalmaz, akkor legyen a nagyobb csempe 2" teriilett, és jeloljiik a csoportban 16vé ¢; teriiletd csempék darabszamat
n—1

ci-vel (0 < i < n). Bizonyos ¢; értékek lehetnek nullak. A teriiletek egyenl&sége szerint Z ¢ -2t =2m,

Ha a legkisebbekbdl parokat alkotunk, akkor a parok a nagysag szerint kdvetkezs mézre%ﬁ csempéket adjék. ElGszor
lassuk be, hogy a legkisebb méretd csempébdl paros szamu van. Legyen a legkisebb nem nulla darabszami csempe
indexe k. Osszuk a teriiletek egyenl6ségét jelents egyenletet a legkisebb csempe teriiletével, azaz 2*-nal, majd nézziik
a két oldal paritasat. Mivel a k-adik csempe a legkisebb teriileti, ezért a jobb oldal, és a bal oldalon a szorzatdsszeg
minden k-nal nagyobb indexi tagja paros, ezért ci is csak paros lehet.

A legkisebbek parositasa utan most a csempék egy tjabb csoportjaval van dolgunk. Ezek teriiletének Gsszege nem
valtozott, ezért az el6z6 gondolatmenet alapjan ismét csak paros darabszami van a legkisebb csempébdl. Vagyis
folytathatjuk a parositdsokat egészen addig, amig a 2™ teriileti csempét 6ssze nem éallitjuk. Ezzel allitdsunk igazoltuk.

Ebbél kovetkezik, hogy ha egy csempe alakid teriiletet szeretnénk lefedni, akkor az egy azzal egyenld teriiletd
csempével, vagy tobb, 0sszesen azzal egyenls teriiletd csempével egyiittesen lefedhetd.

Egy olyan, moho stratégiara épiils megoldast szeretnénk adni, amely a lefedés egyméast kovets lépéseiben mindig
a lehets legnagyobb méretii csempét hasznalja fol. Bontsuk fel ennek megfelelGen az a x b oldalu téglalapot az oldalakkal
parhuzamos egyenesekkel a kévetkezok szerint.

Vegyiik az egyik oldalhosszusag, pl. a kettes szdmrendszerbeli alakjat, és valasszuk ki abban a nem nulla helyiérté-
keket. Jeloljiink ki a téglalap jobb alsé sarkatol indulva ilyen hosszisagu szakaszokat egymés mellett. Ezutan hazzunk
a szakaszok végpontjain 4t az a hosszu oldalra meré6legesen egyeneseket. Végezziik el ugyanezt a b oldallal is, szintén
a jobb als6 sarokbdl indulva. Példaul egy 15 x 9-es téglalap esetén az osztovonalak 15 =8 4+ 4+ 2 + 1 miatt 1, 2, 4 és
8 hosszu szakaszokat hoznak létre a 15 hosszi oldalon, valamint 9 = 8 + 1 alapjan 8 és 1 hosszu szakaszokat a masik
oldalon (lasd a &. dbrdt a boriton). Igy az osztasrészek kozott olyan téglalapok keletkeznek, melyek mindkét oldala
2-hatvany, ami azt jelenti, hogy az oda még elférd, legnagyobb méretd csempe egy vagy tobb darabjaval lefedhetsk.
Ha pl. egy osztéasrész mérete 2P x 29(p < ¢), akkor az oda elférs legnagyobb csempe nem hosszabb oldala 2P. Ha p = ¢,
akkor a megfelel6 csempe négyzet alaki, és egy darab lefedi az osztasrészt. Ha p < ¢, akkor a csempe és az osztasrész
teriilete alapjan a 27 x 2PT! csempébél 2P /2% = 29771 darab fedi le az osztasrészt. Amennyiben a feladat leirasa
szerint meghatarozott legnagyobb csempénél nagyobb az osztasrész rovidebb oldala, azaz p > N, akkor a 2V x 2V+1
méretti csempékkel boritjuk a teriiletet, 6sszesen 2P1/22VN*1 darabot folhasznalva. Mivel minden osztasrész csempe
meéret, ezért az 1. dllitds szerint a lefedés mindig végrehajthato (lasd a 4. dbrdt a boriton).



3. dbra: 15 x 9-es téglalap felosztasa
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4. dbra: 15 x 9-es téglalap moho lefedése N =3, N =2 és N = 1 esetén

A bemutatott moho stratégia minden osztésrészben optimalis lefedést jelent, tehat a legkevesebb csempét hasznal-
ja. Ez sajnos egyel6re csak az osztasrészekre igaz, azt nem tudhatjuk, hogy a teljes a x b téglalap lefedése is optimalisan
tortént-e. De ha sikeriil bebizonyitani, hogy barmilyen lefedés csempéi atrendezhetSk gy, hogy a fenti osztasrészekbe
keriiljenek, vagyis az osztévonalak egy csempét se viagjanak ketté, akkor a moho stratégia valéban optimaélis. Az at-
rendezés ugyanis azt jelenti, hogy barmely megoldas a moho stratégia szerinti felosztasokat, mint részproblémakat is
megoldja. Mivel a felosztasokkal keletkezs részprobléméakban a mohé megoldéas optimadlis, ezért barmilyen més meg-
oldas is csak ugy lehet optimadlis, ha a részproblémak megoldasakor az. Ugyanakkor nem lehet a moh6 megoldasnal
kisebb elemszamu megoldast adni, mivel annak legalabb az egyik osztasrészt a moh6 megoldasnal kevesebb szami
csempével kell lefednie, ami nem lehetséges.

Annak igazolasahoz, hogy tetszéleges lefedés atrendezhet a 2-hatvany szerinti osztasrészekbe, meg kell mutatnunk,
hogy a legkisebb osztasrészek lefedéséhez is van elegendd szamu, megfelelGen kis méretid csempe. Ha példaul egy
11 x 7-es téglalapot tekintiink, akkor az atrendezéshez barmilyen lefedésnek tartalmaznia kell legalabb egy 1 x 1-
es, és még legalabb Osszesen 11 + 7 — 1 teriilett, 1 szélességl csempét. Az 1 x 1l-es csempébdl nyilvan paratlan
szamu van a lefedésben, hiszen a nala nagyobb, paros oldalszamu csempék teriiletének Gsszege péaros, mig a téglalap
teriilete paratlan. Az észrevétel alapjan a parossag vizsgalatat terjessziik ki két dimenzidba: tegyiink egy négyzethalot
a lefedendd téglalapra, és jeloljiikk meg bettikkel a bal felsé saroktol kiindulva a 2 x 2-es négyzetek részeit az éramutatd
jarasaval egyez6 irdanyban az A, B, C és D bettikkel (lasd az 5. dbrdt a boritéon). Minden olyan csempe, amely 2 X 2-es,
vagy nagyobb méret(i, azonos szamu A, B, C és D betiit fed le, barhol is helyezziik el a téglalapon. Altalanosan egy
a x b téglalapot vizsgalva a kovetkezs esetek fordulhatnak el6.
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5. dbra: 11 x 7-es téglalap négyzeteinek jelolése A, B, C, D bettikkel egy tetszbleges lefedés mellett, valamint az 1 széles
csempék athelyezése és egyesitése, a nagyobb csempék tologatasa

0. Ha a téglalap egyik oldala, pl. b egy egység hosszd, akkor nyilvan 1 széles csempék vannak rajta. Rendezziik
a 2 X 1-es csempéket balra, az 1 x 1-eseket jobbra. A lefedés atrendezését befejeztiik, a 2-hatvanyok szerint kialakitott
osztovonalak nem vagnak ketté egy csempét sem.

1. Ha a téglalap mindkét oldala paratlan (de 1-nél nagyobb), akkor a teljes téglalap ab teriilete paratlan szam.
Mivel a csempék koziil csak az 1 x 1-es paratlan teriiletd, ezért lennie kell minden lefedésben pératlan szamu, tehét
legalabb egy ilyen csempének. A téglalap négyzeteinek jelolése alapjan pedig:

i) a téglalap bal fels6 négyzetét is tartalmazo (a — 1) x (b — 1) részén azonos szamu A, B, C és D jeld négyzet van;

i7) a jobb als6 sarokban egy A jeld négyzet van;

iii) a jobb alsé sarok f6l6tt, az utolsd oszlopban A és D jeld négyzetekbdl egyarant (b — 1)/2 darab van;

iv) a jobb also sarok mellett, az utolsé sorban A és B jeld négyzetekbol egyarant (a — 1)/2 darab van.

Ezek alapjan A, B és D jeld négyzetbol 6sszesen (b— 1) + (a — 1) + 1-gyel t6bb van, mint C jeld négyzetbdl. Mivel
a legalabb 2 széles csempék azonos szamu A, B, C és D jeld négyzetet fednek, ezért a kiilonbségként el6bb kapott
a + b — 1 szamu négyzetet legfoljebb egy széles csempék boritjak.



2. Ha a lefedendd teriilet egyik oldalhossza, pl. a paros, a masik oldalhossza, b paratlan (de 1-nél nagyobb), akkor
az 1. ponttal azonos médon igazolhatd, hogy a lefedésben legaldbb a szamu négyzetet 1 széles csempék fednek.

3. Ha mindkét oldalhossz paros, akkor lehetséges, hogy nincs 1 széles csempe a lefedésben, de nem is sziikséges Gket
folhasznalnunk, mert nincs paratlan utolsé sor és oszlop.

Vegyiik le az Osszes 1 széles csempét a lefedésbdl. Az 1. esetben rakjunk egy 1 x 1-es csempét a jobb alséd sarokba,
valamint az utolsé sor és oszlop toviabbi — paros hosszt — részére helyezziink 1 széles csempéket. A 2. esetben tegyiink
a paros hosszl utolsé sorra vagy oszlopra 1 széles csempéket.

Ezekutan a téglalap lefedése — kivéve azt az esetet, amikor nem vettiink le 1 széles csempéket — nem megfeleld,
hiszen elképzelhets, hogy az utolso oszlopban és/vagy sorban lévs négyzeteket két csempe is fedi, illetve a téglalap
lefedése az 1 széles csempék levétele miatt még hianyos. Ezeket a problémékat gy sziintetjiik meg, hogy a téglalapon
1évG, legalabb 2 széles csempék mindegyikét olyan helyzetbe toljuk, hogy a bal fels6 sarkuk egy A jeld négyzetre essen,
majd a még lefedetlen teriileteket a levett csempékkel boritjuk.

Induljunk el a bal fels6 saroktél soronként lefelé, a sorokon beliil balrél jobbra haladva, és keressiik meg az elsé
olyan 2 széles csempét, amelynek bal felsé sarka C vagy D jeld négyzetre esik. Ha nincs ilyen, akkor folfelé egy csempét
sem mozgatunk. Ha van, akkor az els6 ilyen csempe f6l6tt biztosan van sor, amelynek a csempe folotti A és B jeld
négyzetei nem fedettek, tehat egy sorral folfelé tolhato, igy A vagy B jeld négyzetre keriil a bal fels sarka. Ha ezt
megtettiik, akkor folytatjuk a keresést tovabb a soron beliil, majd az alatta 1évé sorokban. Az igy talalt elsé csempe,
amelynek bal fels6 sarka C vagy D jeld négyzetre esik, szintén eltolhatd egy sorral foljebb. Ha mar nincs tobb, akkor
minden legalabb 2 széles csempe bal felsé sarka A vagy B jelii négyzetre esik. Igy biztosan megsziintettiik a paratlan
utolsé sorban a kettds lefedést.

Hasonldé modon végighaladunk a bal fels§ saroktol indulva, oszloponként, az oszlopokon beliil foliilrsl lefelé, és
megkeressiik az els6 olyan, legalabb 2 széles csempét, amelynek bal fels§ sarka B jeld négyzetre esik. Ett6l a csempétsl
balra van oszlop, amelynek a csempe melletti A és D jeli négyzetei nem fedettek, tehat a csempe eggyel balra tolhato.
Folytatva a keresést a kovetkezSként megtalalt els6 csempe szintén eltolhato tgy, hogy a bal fels6 sarka A jeld négyzetre
keriiljon. Ha mar minden legalabb 2 széles csempe bal fels6 sarka A jeld négyzetre esik, akkor megsziintettiik a paratlan
utols6 oszlopban a kettds lefedést.

Ezutan minden legaldbb 2 széles csempe bal fels6 sarka A jeld, jobb alsd sarka C jeld négyzetre esik, ezért a levett
csempék miatt fedetleniil maradt részek legalabb 2 szélesek és 2 magasak. Ezeket a teriileteket bontsuk 2 x 2-es részekre,
és a levett, de eddig még nem folhasznalt 1 széles csempékbdl Gsszevonassal készitsiink ilyen méreti csempéket, majd
fedjiik le 6ket. Mivel a 2 x 2 csempeméret, ezért az 1. dllitds miatt ez megtehets. A csempék Gsszteriilete nem valtozott,
igy minden levett csempét biztosan visszahelyeziink a téglalapra. Nincs kettds fedés, igy a téglalap lefedése az eredeti
csempékkel, de mas elrendezésben most is megfelels (lasd az 5. dbrat a boriton).

Az el6z6 lépések alapjan sikeriil barmilyen lefedést ugy atrendezni, hogy a paratlan oldalak utolso sora és/vagy
oszlopa 1 széles csempékkel van lefedve. Ha az Osszevont csempéket egy-egy 2 X 2-es csempének tekintjiik, akkor
a téglalap paros oldalhosszakkal hatarolt része csak 2 x 2-es vagy nagyobb méret csempét tartalmaz. Végezziink ezen
a téglalaprészen pl. a bal fels6 sarokbol 1/2 ardnyt kozéppontos kicsinyitést. Igy egy feleakkora téglalap lefedését
kapjuk feleakkora — bizonyos helyeken 6sszevont — csempékkel. Térjiink vissza az igy kapott téglalappal és lefedésével
a 0-3. megfelel6 esetéhez, és végezziik el djra az el6bbieket. Minden olyan esetben, amikor nem a 0. ponthoz jutunk,
a téglalap mérete csokken, igy az eljaras véges ismétlés utan befejez6dik. Amikor a 0. ponthoz értiink, akkor a kicsi-
nyitések sorozata utan keletkezs 1 széles vagy magas téglalap lefedése olyan, hogy egyetlen osztévonal sem vag ketté
csempét (lasd a 6. d@brdt a boriton).
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6. dbra: 11 x T-es téglalap egy lefedésének atalakitasa: a paratlan sorok és/vagy oszlopok levéalasztéasa, az 1 széles csempékbdl
2 x 2-esek Osszedllitasa, a csempék tologatasa, majd kicsinyités — ,,S megint el6lrdl .. .7

Ezutan nincs més teendénk, mint az elébbi eljaras forditottjat elvégezve visszadllitani az eredeti méretd, teljes tég-
lalapot. El6szor az el6bbi eljaras végén kapott téglalapot a kétszeresére nagyitjuk, az 6sszevont csempéket szétbontjuk,
és az utolso sorokat és/vagy oszlopokat a helytikre illesztjiik. Mivel a visszaillesztés egy osztovonal mentén torténik, va-
lamint nagyitaskor az osztovonalak tavolsidga a csempék méretével egyiitt ng, ezért egy-egy ilyen miiveletsor elvégzése
utan is teljesiil, hogy az osztévonalak nem vagnak el csempét. Ha még nem jutottunk az a x b téglalaphoz, akkor ismét
nagyitunk, szétbontunk, visszaillesztjiik a paratlan oszlopokat stb. Az igy kapott eredeti téglalapon a kiindulaskor
ott 1év6 csempék vannak, de agy helyezkednek el, hogy a 2-hatvany hossza osztasrészek osztdévonalai altal kialakitott



téglalapok mindegyike kiilon-kiilén van lefedve csempeékkel (lasd a 7. d@brdt a boriton). Tehat barmely lefedés atren-
dezhetd a mohéd megoldashoz kialakitott, csempe méretii téglalapok lefedésével, vagyis valéjaban barmely megoldés
a moho6 megoldés részprobléméit is megoldja.
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7. dbra: a 6. abran lathato lefedés atalakitasa a moho megoldas felosztasanak megfelelGen

Sikeriilt igazolni, hogy a fent leirt moho stratégia optimalis megoldasat adja a feladatnak. Nézziik a versenyzsk
altal bekiildott megoldasokat, melyek koziil els6ként Janzer Orsolya Lili munkijit mutatjuk be:

Fiiggvény IS12mo_1(a, b, N) : Egész
db:=0
Ciklus k := 0-t6l N-ig
Ha (a MOD 2 = 1) és (b MOD 2 = 0) akkor db := db + b DIV 2
Ha (a MOD 2 = 0) és (b MOD 2 = 1) akkor db := db + a DIV 2
Ha (a MOD 2 =1) és (b MOD 2 = 1) akkor db :=db + aDIV2+ bDIV2 + 1
a:=aDIV2
b:=bDIV2
Ciklus vége
db := db + a*b*2
IS12mo_1:=db
Fiiggvény IS12mo_ 1 vége

Az algoritmus k értékével végighalad a feladatban megadott legnagyobb N 2-hatvany kitevsig. Elsé menetben
megvizsgalja az oldalhossszak 2-es maradékat, vagyis az utolsé oszlopot és sort, és kiszamitja, hogy mennyi elem
sziikséges a lefedésiikhoz. Ezzel megold egy-egy részproblémat, vagyis a paratlan utolsé sorok és/vagy oszlopok eseteit.
Ha mindkét érték paratlan, akkor még a jobb also6 sarkot is lefedi. Ezutan egész osztassal megfelezi a és b értékét, tehat
elhagyja a paratlan utols6 sorokat és oszlopokat, valamint felére csokkenti mindkét iranybol a lefedends alakzatot. Igy
a ciklus kovetkezd lefutasakor a kévetkezs 2-hatvéannyal teszi pontosan ugyanazt, mint most a 2-vel. A ciklus utolso
végrehajtasa utan a 2"-nél nagyobb részek lefedéséhez sziikséges csempéket adja hozza az eddigiekhez. Vegyiik észre
a fenti bizonyitas, és az algoritmus kozotti parhuzamokat.

A maésik megoldas, amit kézreadunk Gdspdr Attila munkija, amely lényegében egy rekurziv fiiggvény. Az algo-
ritmusban szerepls & jel a bitenkénti és miveletet jelenti, tehat (a & 1) kifejezés értéke a-nak kettGvel vett osztasi
maradéka.

Fiiggvény IS12mo_2(a, b, N) : Egész
Ha N=0 akkor I1S12mo_ 2 := (a*b+1) DIV 2
kiilonben
db :=is12mo_2(a DIV 2, b DIV 2, N-1)
db:=db+(a&1)*(bDIV2)+(b&1)*(@DIV2) + (a&b&l)
IS12mo_2 :=db
Elagazas vége
Fiiggvény IS12mo_ 2 vége

Szintén jol megfigyelhets a rekurziv algoritmusban a bizonyitott moho stratégia alkalmazasa.

A harmadik megoldas Nagy Ndndor munkija, amely szintén egy rekurziv fliggvény. Az el6zGek utan nem szorul
magyarazatra. Azonnal 1athat6 az el6bbi megoldéssal valé hasonlosag, de tanulsagos meggondolni a kozottiik meglévs
kiilonbségeket is.

Fiiggvény IS12mo_3(a, b, N) : Egész

Ha a=0 vagy b=0 akkor IS12mo_3:=0

kiilonben
h.=2N-1!
au:=aDIVh: am :=a MOD h
bu:=b DIV h: bm :=b MOD h
szum := (au*bu) DIV 2 + (au*bu) MOD 2
szum := szum + IS12mo_ 3(am, bu*h, N-1)



szum := szum + I1S12mo_ 3(bm, au*h, N-1)
szum := szum + IS12mo_ 3(am, bm, N-1)
IS12mo_ 3 := szum
Elagazas vége
Fiiggvény IS12mo_ 3 vége

Kérdések és feladatok

2. feladat: Gondoljuk meg, hogy megoldhaté-e — a fentihez hasonlé — moho6 modszerrel a téglalap lefedds feladat
olyan valtozata, amelynél a csempék mindegyike 2* x 2V alaka (0 < u,v < N). Ha igen, akkor igazoljuk a mohd
modszer alkalmazhatésagat. Ha nem, akkor adjunk ellenpéldat, amelynél a mohé megoldas nem optimalis.

3. feladat: Vajon miikddik-e a fent leirt moh6 modszer, ha az eredeti feladatban nem a 2-hatvanyokat valasztjuk,
hanem a csempék mérete valamely ¢, egytdl killonb6z6 pozitiv egész hatvanyai, vagyis a csempék ¢* x ¢ vagy ¢* x F+1
alakiak (0 < k < N)? Gondoljuk meg, hogy a fenti bizonyitas — megfelels valtoztatassal — helyes marad-e! Ha nem,
akkor adjunk ellenpéldat, amelynél a mohé megoldas nem optimalis.

4. feladat: Amennyiben a mohd moddszer alkalmazhaté a kitlzott példik megoldasara, ugy készitsiik el az algo-
ritmusokat.



