Hosiinkrdl éppen 6t éve, a KoMaL B. 4419. feladatdban hallottunk utoljara [K]:

Kassza Blanka, szenvedélyes szerencsejatékos tegnap 20 000 forintot dobdlt bele egy félkari rablo gépbe, amit raaddsul
a csalddja tudta nélkil, o kosztpénzbdl vett kélcson. Hogy a dolog ne tudodjon ki, ma a csalddi kasszabol magdhoz veszi
a maradék 40000 forintot is, és ismét megldtogatja a kaszindt, ahol ledl az egyik rulettasztalhoz. Mivel nem akar tul
sokat kockdztatni, minden menetben a pirosra vagy a feketére tesz 1000 forintot. Ha nyer, aminek 18/37 az esélye, akkor
1000 forinttal gazdagodik, killonben elvesziti a feltett pénzt. Akkor hagyja abba a jatékot, ha sikeril dsszesen 60000
forintot Gsszegyijtenie — ebben az esetben otthon hidnytalanul visszateheti a pénzt a helyére — vagy pedig mindenét
elvesziti. Mekkora a valdszindsége, hogy Kassza Blankdnak sikeril a 60000 forintot dsszegytjtenie? (KoMaL B. 4419.
feladat, 2012. januér)

Kassza Blanka sorsat azoéta stird csond Ovezte — talan atmenetileg jé atra tért — de idén, év elején Gjra febukkant,
nem is akarhol, hanem a police.hu hireiben [P]:

A Bdcs-Kiskun Megyei Renddr-fékapitanysdg Gazdasdgvédelmi Osztdlya csalds bintett elkdvetésének megalapozott
gyanija miatt 2017. janudr 5-én drizetbe vett eqy 35 éves kecskeméti lakost. A férfi a rendelkezésre dllé bizonyitékok
alapjin megalapozottan gyanisithato azzal, hogy 2016 szeptemberében és oktoberében az egyik bank tandcsaddjaként
eldre eltervezve, a bank informdcids rendszerébe valdtlan adatokat vitt be, illetve eqyéb miveletek elvégzésével az infor-
mdacios rendszer mikddését befolydsolta. Pénztdrosként a nap elején fiktiv befizetéseket konyvelt le az tgyfelek szamldira,
ezeket a nap folyamdn az tigyfelek nevében kilfoldi szamldkra utalta. Az igy megszerzett pénz felhaszndldsdval online
szerencsejaték-oldalakon fogadott, majd a nap végén — mivel nem nyert és nem tudta visszatenni az ellopott pénzt —
sztorndzta a reggeli befizetéseket, igy t6bb mint 58 millio forint kdrt okozott a banknak.

A hiradasokbol sajnos nem deriil ki, hogy az illet milyen szerencsejatékot jatszott milyen tétekkel, mint ahogy
az sem, sikeriilt-e még id6ben a felesége nevére iratnia a hitGszekrényt. Volt portal, amely a hirt egy rulettkerék
képével illusztralta, azt sugallva, hogy rulettezett [I], egy masik portal egy pokerasstal képével probalta szinesiteni [N].
A tovabbiakban feltételezziik, hogy Kassza Blanka ezuttal is rulettezett, és minden menetben a feketére vagy a pirosra
téve probalt valamilyen el6re meghatarozott 0sszeget Osszegyijteni.

Tippeljiink!
Miel6tt elkezdenénk valészintiségeket szamitani, alljunk meg, és tippeljiink:
1. Hany szézalék esélye van Kassza Blankinak a B. 4419. feladatban elérnie a 60000 ezer forintot?

2. Tegyiik fel, hogy leiiliink rulettezni k egység pénzzel, minden korben feltesziink 1 egységet a pirosra vagy a fe-
ketére, és egészen addig jatszunk, mig vagy elfogy minden pénziink, vagy elérjiikk a 100 egységnyi pénzt. Melyik
az a legkisebb 0 < k < 100 egész szam, amellyel mar 50 szazaléknal magasabb az esélyiink arra, hogy hamarabb
érjiik el a 100 egységet, mint hogy elfogy a pénziink?

A 2. kérdést Keleti Tamaés tette fel egy Facebook-posztban, azzal a kikotéssel, hogy csak tippelni szabad, legfeljebb
fejben szabad szamolni [F]. A hallgatosag, amelyben matematikusok is rész vettek, a kovetkezs tippeket adta:
2, 35, 51, 53, 55, 56, 60, 61, 65, 67, 71, 72, 74, 75, 78, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 95, 96, 97, 100, 101.
Mivel a kérdések nagyon hasonléak, csak a kiindulé pénz mennyiségében és a célként kitiizott nyeremény nagysa-
gaban kiilonboznek, gyorsan bettizziik meg a kiszdmitandé mennyiségeinket.
(a) Jelolje p(k,n) annak a valoszintiségét, hogy k egység pénzzel indulva, el6bb érjiik el az n egységnyi vagyont, mint
a 0 egységet;

(b) Jelolje £(k,n) a varhato lépésszamot addig, amig elérjiik az n vagy a 0 egység valamelyikét.

A B. 4419. feladatban 1000 forint az egység, tehat p(40,60) értéke a kérdés, a 2. kérdésben pedig a legkisebb
1
olyan k, amelyre p(k, 100) > 3

A kérdések életszertiségéhez tartozik, hogy a varhaté lépésszamok ne legyenek til magasak — senki nem lenne képes
mondjuk 10® menetet egyiiltében végigjatszani. Ezért az £(k,n) értéket is ki fogjuk szamitani.

Es ha soha nem ér véget a jaték?

A jatekunk egy véletlen bolyongds. Két forduld kozott Osszesen (n + 1)-féle allapotunk lehet, és ezeket leirhatjuk
egyetlen, 0 és n kozotti egész szadmmal: azzal, hogy mennyi pénziink van. A bolyongas a k allapotbdl indul, a 0 vagy
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az n allapotban véget ér. 0 < m < n esetén az m allapotbdl vagy 37 valoszintséggel az (m + 1) allapotba, vagy 37

valoszintiséggel az (m — 1) allapotba lépiink, és ezek az események fliggetlenek a jaték korabbi menetétdl.



A bolyongasnak valojaban haromféle kimenetele lehetséges. Lehetséges ugyanis, hogy soha nem érjiik el sem a 0,
sem az n egységet. Megmutatjuk, hogy ennek a valészintisége 0.
A bolyongas kozben felvaltva 1épiink paros és paratlan értékekre. Ha N 1épés utan az m értékre érkeziink, akkor

N —k N+k-—
sziikséges, hogy N + k —m paros legyen; ehhez Gsszesen Nohdm alkalommal kell felfelé, és NAhom alkalommal
N
kell lefelé lépniink. Az ilyen lépéssorozatok szama nem lehet nagyobb, mint , de ebbe beleszamol-
(N—k+m)/2

hattunk olyan sorozatokat is, amikor a bolyongas koézben elhagyjuk a [1,n — 1] intervallumot. Ezzel ne torédjiink; sét,
az is elég lesz, ha az Osszes N hosszi fel/le sorozat szaméaval, 2N_nel becsiiliink feliilrsl. Tehat, annak valoszintiségére,
hogy a bolyongas soha nem ér véget, barmilyen N pozitiv egész esetén felirhatjuk a kdvetkezd becslést:
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A 2"n szam rogzitett, és az utolsod hatvanykitevs oo-hez tart, ha N — oco. Ezért
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Tehat tényleg 0 a valésziniisége annak, hogy a jaték soha nem ér véget.

1. megoldas — egyenletrendszerrel

18
Amikor a jaték soran éppen 0 < m < n egységiink van, a kovetkezs jatékban ez 37 valészintséggel (m + 1)-re
19

novekszik, illetve — valoszintséggel (m — 1)-re csokken. A m + 1, illetve m — 1 egységgel folytatva p(m + 1,n), illetve
p(m — 1,n) eséllyel érjiik el az n egységnyi pénzt, tehat
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(1) p(m,n) = —p(m+1,n)+ —p(m—1,n), ham=1,2,...,n—1.

37 37
Ezen kiviil 0 egységgel semmi esélyiink; ha pedig mar n egységiink van, akkor jaték nélkiil, biztosan elértiik a célt, igy
(2) p(0,n) =0 é p(n,n)=1.

Az (1) egy linearis egyenletrendszert ad a most még ismeretlen p(1,n),p(2,n),...,p(n—1,n) szdmokra; ezt szeretnénk
valamilyen baratsagos formaban megoldani.

Legyen m =0,1,...,n — 1 esetén d,, = p(m + 1,n) — p(m,n), avagy p(m,n) =do +dy + ...+ dm—1, és alakitsuk
at az (1) egyenletet a kovetkezSképpen:

(1) (18 + 19)p(m, n) = 18p(m + 1, n) + 19p(m — 1,n),
18d,,_1 = 18(p(m, n) —p(m — l,n)) = 19(p(m +1,n)— p(m,n)) = 19d,,,
19
dp = —dp_
T
/ . . 19 L . ) 19\™
Az (1') egyenlet szerint az di,ds, .. ., d, szamok egy 8 hanyadosi mértani sorozatot alkotnak, igy d,, = 8 dp-

A (2) egyenletbdl és a mértani sorozat Gsszegképletébdl

p(k,n) _ do+di +...+dp_1 _ (%
p(n,n)  do+di+...+dn1 (%)n—l-

p(k,n) =



A varhato lépésszam meghatérozaséahoz felirhatunk egy, az (1)-hez hasonlo osszefiiggést: m pénzzel indulva, 1 jaték
utan % eséllyel m + 1 egységiink lesz, és varhatoan tovabbi £(m + 1, n) jatékot jatszunk, vagy pedig % eséllyel m — 1
egységiink lesz, és varhato6an tovabbi £(m — 1,n) jatékot jatszunk. Ezért
(3) Lm,n) =1+ ;—if(m—i— 1,n)+ Zl))—gf(m— 1,n), ham=1,2,...,n—1.

Ha 0 vagy n egységiink van, akkor tobbé méar nem jatszunk, vagyis
(4) £(0,n) = £4(n,n) = 0.

A (3) egyenlet hasonlit az (1)-re; a plusz 1 taggal ugy banunk el, hogy £(m,n)-bél kivonunk egy lineéris kifejezést:
valamilyen ¢ konstanssal legyen t(m,n) = £(m,n) — cm. Ezt behelyettesitve (3)-ba,

t(mn)—l—cm—l—i—;’i(( 37(( _

H(m,n) = ;t(m—i-ln) ;’2( “1n )+(1—§)

m+1,n)+c(m+1)) + 1,n) +c(m — 1)),

Kézenfekvs a c szamot ugy valasztanunk, hogy az utolsé tag, 1 — ? kiessen, ez a ¢ = 37 valasztassal lehetséges.
A (4) egyenletet is atirjuk; az 4j egyenletrendszeriink:
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(3 t(m,n) = ﬁt(m—i—l,n)—l—ﬁt(m—l,n), ham=1,2,...,n—1;

(4" t(0,n) =0, t(n,n)=—37n.

Ez viszont pontosan az (1)—(2) egyenletrendszer (—37n)-szerese, igy

t(k,n) = =3Tn-p(k,n) = -3 - (_S

(18) -1

és végil

19
0(k,n) = p(k,n) + 37k = 37k — 3Tn - 5_987
18

A p(k,n) és £(k,n) értéke néhany konkrét esetben:

k n  plk,n) Lk, n)
40 60 0,3123 786,66
87 100 10,4929  1395,32
88 100  0,5205 1330,08
987 1000 0,4952 18198,07
988 1000 0,5227 17217,24

Ezek szerint az 1. kérdésre a valasz p(40,60) ~ 0,3123, vagyis Kassza Blankanak koriilbeliil 31,23% esélye van, és
varhatoan 786,66 menetet rulettezik. A 2. kérdésben k& = 88 (!!) a legkisebb kezd6 pénzmennyiség, amellyel indulva
50%-n4l nagyobb esélyiink van a 100 egység elérésére, mint a teljes cs6dre. Figyelemre mélto, hogy tetsz6legesen nagy
kezd§ pénzzel is 50%-nél alacsonyabb az esélyiink arra, hogy még 13 egység pénzt nyerjiink:

19\k 19\k _ 13
19 k7+13 1 19 13 - 19 ~ Y% :
(&) - )

p(k, k +13) =

2. megoldas — invariansokkal

Van egy n + 1 mezsbdl 4ll6 ugroiskolapalyank, megszamozva 0-t6l n-ig. A palyan 1 kg homokot fogunk ide-oda
sOprogetni; ez a homok lesz a ,yaldszintiségi mezénk” a mi ,Markov-lancunkban”. A homokszemek jelentik a jaték egy-
egy lehetséges lefolyasat. A homokszemek helye 0,1, 2,... porgetés utan azt fogja jelenteni, hogy éppen hany egység
pénziink van. A 0-dik mez6n és az n-edik mez6n all6 homokszemek azokat a jatéklefolyasokat jelentik, amikor mar
elfogyott a pénziink, illetve mér sikeriilt elérni az n egység vagyont.

A jatékot k egységgel kezdjiik, ezért a kezdeti allapotban a teljes 1 kg homok a k-adik mezén &ll, a tobbi mezs iires.
Mi torténik egy rulettporgetéskor? Minden m = 1,2, ..., n—1 esetén az m-edik mezdn all6 homokkupacot kettéosztjuk:

1
a kupac —— része ,nyer”, ez atkeriil az (m + 1)-edik mez6re. A — rész ,veszit”, és az (m — 1)-edik mezére keriil at.
Azok a homokszemek, amik a 0-dik vagy az n-edik mez6re keriilnek, ott is maradnak.
Ahogy repiil az id6, egyre tobb homokszem keriil végsé nyughelyére, a 0-dik vagy az n-edik mezdére. Mint lattuk,

az 1., ..., (n—1)-edik mez6kon levs kupacok mérete 0-hoz konvergal. A jaték hatareloszlasaban p(k, n) kg homok lesz
az n-edik mezon, és 1 — p(k,n) kg homok lesz a 0-dik mezén.
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A homok eloszldsdnak alakuldsa (n = 10, k = 6)

A homokkupacok méretébsl kezdetben és minden porgetés utan is készitsiink egy-egy polinomot: ha a kupacok
mérete ag, ai,...,a,, akkor a polinomunk ag + a1z + asz® + ...+ apz™. A kezdeti allapotban a polinom fo(z) = :Ek,
a hatéresetben fo(z) = (1 — p(k,n)) + p(k, n)z". Mikor egy porgetésnél az m-edik kupacot kettéosztjuk, a kovetkezd
csere torténik:

m 19 m—1 18 m+1
x — gaz + ﬁx .
19 — 37x + 1822

37
.. 3 19
gyOke van: az 1 és a ITh
Hogy valtozik egy porgetés soran a polinom értéke az x = 1 helyen? Sehogy, mert x = 1 gyoke a 19 — 37z + 182>
polinomnak. Tehat f,11(1) = f.(1); s6t ugyanez a hatareloszlasra is igaz:

foo (1) = fo(1).

Persze ezt kozvetleniil is megmondhattuk volna, mert a polinom értéke az x = 1 helyen a teljes homokmennyiség.

m

A valtozas ™1, a lényeg, hogy tobbszordse a 19 — 37x + 1822 polinomnak. Ennek a polinomnak két

19 19
Sokkal érdekesebb az x = ' helyen vett érték. Mivel z = ' a masik gyoke a 19 — 37z + 1822 polinomnak, ez sem

() (2).
(1= p(k,n)) +pk,n) - G_g)" _ (g)k'

(1) -1
(1) -1

A vérhato lépésszamot a varhaté nyereményilinkbdl fogjuk kiszamitani. A jaték végén p(k,n) valoszintséggel n
egység pénziink, illetve 1 — p(k, n) valdsziniséggel 0 pénziink lesz. Igy a pénziink varhato értéke p(k, n) - n, az Osszes
nyereményiink varhato értéke pedig p(k,n) - n — k.

valtozik:

Ebbdl p(k,n)-t kifejezhetjiik:

p(k,n) =

===

-1 -1
Maésrészt, a varhato £(k,n) lépés mindegyikében 37 @ varhaté nyereményiink, ez Osszesen £(k,n) - 37 Tehat
. _—, rendezve

p(k,n)-n—k=~LKk,n) =

U(k,n) =37(k — p(k,n) -n).

Tanulsag

Az az apronak latszo el6ny, hogy a kaszinonak g—del nagyobb esélye van, mint nekiink, val6jaban tetemes. Epp csak

52 szazalék esélyiink van arra, hogy (valamikor, életiinkben egyszer) 12 egység pluszba keriiljiink; a plusz 50 egyszeri
elérésére még végtelen nagy hitel esetén is kevesebb, mint 7 szazalék. A kasziné lassan, tiirelmesen, de 1 valosziniiséggel
megkopasztja a vendégeket — megleps, hogy a rendérségi beszamoldban szereplé banki ,tanacsadd” ezt nem tudta.
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