Kivonat. Adott a sikon vagy a térben egy véges ponthalmaz. Célunk olyan halozat keresése, amely 6sszekoti a hal-
maz pontjait és a legrévidebb 6sszhosszal rendelkezik. A {6 eredményben olyan feltételeket adunk meg, amelyekkel
egy legrovidebb halozat sziikségképpen rendelkezik. A fizikai elveken alapulé targyalast néhany alkalmazéassal és
torténeti adalékkal egészitjiik ki.

1. Bevezetés

A geometriai szélsGérték-problémak tudomanytorténeti szerepe igen jelentGs. Szamos esetben elGfordult, hogy egy-
egy onmagaban is érdekes feladat 6nallé elméletté terebélyesedett, 0j fejezetet nyitva ezaltal a matematikai kutatasok-
ban. Talan a leghiresebb (és egyik legfontosabb) példa erre az izoperimetrikus probléma. Ebben a cikkben egy masik,
talan kevésbé kozismert problémakort szeretnénk bemutatni a véges ponthalmazok legrovidebb halézatdhoz kapcso-
lodéan. Idézzik ol els6ként a KoMaL Gy. 1591. szamu feladatat az 1975. szeptemberi szambol (kicsit korszertibb
kontosben):

Négy mérdallomds dll egy 10 km oldali négyzet négy sarkdaban. Az dllomdsokat optikai kabellel kivanjuk 0sszekotni
gy, hogy barmelyikbdl barmelyikbe lehessen jelet kildeni. A rendelkezésre dllo pénz 27,5 km hosszu hdlozat kiépitéséhez
elegendd. Megvaldsithaté-e a tervink?
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A feladat nehezitett valtozatban igy szol: Meghatdrozands a 10 km oldalhosszisdgi négyzet csicsaiban elhelyezkedd
négy mérddllomdst dsszekotd legrovidebb hdlozat.

Mindkét esetben az els6dleges nehézség, hogy nincs semmiféle tdmpont a halézat szerkezetét illetSen. Elséként
meg kell sejteni, hogy mi lehet a keresett struktira. Kezdeti probalkozasként gondolhatunk a teljes keriiletre. Ennél
rovidebb megoldast nyerhetiink egy él kihagyaséaval, hiszen az Gsszefiigg6ségi feltétel igy is érvényben marad. Még
gazdasagosabb, ha a két atlot valasztjuk, beiktatva egy csomoépontot, mégpedig az atlok metszéspontjat. De vajon
a legjobbat talaltuk-e meg?

A valasz keresésekor fizikai intuiciok mentén indulunk el. Ugyanez a megkozelités olvashaté Polya Gyorgy [16] vagy
Hugo Steinhaus [18] kivalo konyvében, vagy Herczeg Janos és Reiman Istvan nagyszerd irasaiban [10], [11]. Kidertil,
hogy a fizikai elvek mindegyike matematikai jelentéssel ruhazhato fol, hatékony megkozelitést biztosit, és egy igen
altalanos tételhez vezet. Ekozben korbejarunk egy klasszikus geometriai szélsGérték-feladatot. A cikket a témakor
torténeti attekintésével zarjuk, kitérve a folhasznalt szakirodalom ismertetésére.

2. Fizikai furfangok

Legyiink merészek: vizsgaljuk a Gy. 1591. feladat térbeli megfelelGjét! A négyzet szerepét ekkor atveszi a kocka,
a csucsokét a kocka élhélozata. Kérdés: melyik az a minimaélis felszind feliilet, amely az élekre fesziil? Készitsiik el
a kocka élhalozatat drotbol, és martsuk szappanos vizbe. A szappanhértya az energiaminimum elve szerint rendezédik
(az dbrdn egyszerisitettiik a feliileteket), és Otletet ad a kétdimenzos elrendez&déshez (topologiai struktiarahoz):

Vagyis, érdemes probalkozni két csomédpont beiktatasaval, melyek egymassal, illetve a négyzet két-két csticsaval
allnak Osszekottetésben. A kérdés csupan a szerkezet (geometriai struktara), azaz, hogy milyen szog alatt talalkoznak
az élek a csomoépontokban. Vegyiik figyelembe, hogy ha egy halézat minimumot szolgéltat, akkor barmely részlete
is minimumot szolgéltat. Pontosabban fogalmazva: ha egy csomépont koriil olyan korlapot tekintiink, amely nem
tartalmaz tovabbi alappontot vagy csomoépontot, akkor a koriv harom metszéspontjat is a lehets legrovidebb médon
koti Ossze a halozat. Ez pedig nem mas, mint a vizsgélt probléma haromszogekre vonatkozd megfelelGje.

Készitsiik el a haromszogekre vonatkozé valtozat modelljét. Farjunk harom lyukat egy asztal lapjara, melyeken
flizziink keresztiil harom valamilyen hosszisagu zsineget. A zsinegek asztallap folotti részét csomozzuk Gssze, majd
a lelogd végeket terheljiik azonos nagysaga sulyokkal. Ezek utdn hagyjuk szabadon a rendszert. Mit tapasztalunk?
(Ezt a kisérleti elrendezést Torricelli-asztalnak nevezzik.)

LA cikk az OTKA K-111651 szami palyazat tamogatasaval sziiletett.



Miutén a rendszer nyugalmi allapotba keriilt, csak helyzeti energidval rendelkezik. Ezt a lehet 6 legtakarékosabban
valositja meg: a lelogo sulyok a legmélyebb helyzetbe keriilnek, ezért az asztallap alatti zsinegek Gsszhossza maximélis.
Am ekkor az asztallap folotti részek Gsszhossza minimalis. Vagyis, az energiaminimum elve miatt a rendszer éppen
a keresett halozatot modellezi.

Masreészt, a csomopontra haté eredd erg nulla — ennek kdszonhetd a nyugalmi allapot. A haté erék nagysaga azonos,
hiszen azonos nagysagu silyok fiiggnek a lelogo zsinegvégeken. Ezek tgy olthatjak ki egymast, ha paronként egyenld
szOget, azaz 27 /3 nagysagut zarnak be egymaéssal. Newton II. torvénye tehat valaszt ad a szogek nagysagara.

Osszefoglalva: harom fizikai elv, agymint a lokalitési elv, az energiaminimum elve és Newton II. torvénye megoldast
kinal az eredeti feladatra. A halozat osszhosszat konnyen meghatarozhatjuk: egységnégyzetben 1++/3 az értéke. Attérve
10 km oldalhosszi négyzetre, kapjuk a Gy. 1591. megoldasat: mivel 10(1 + \/§) < 27,5, ezért a rendelkezésre 4llo
pénzbdl kiépithets a halozat. Egyel6re azonban nyitva marad a feladat erésebb forméjaban megfogalmazott kérdés.
A kovetkezs fejezetben erre adunk valaszt. Kézben igen hasznosnak bizonyul majd a harom fizikai elv koziil a lokalitési
elv. Ennek pontos matematikai megfogalmazasa: Minden globdlis minimum egyben lokdlis minimum.

3. Megkozelités matematikus modra

A matematikus szemléletmdd egyik jellemzGje az altalanossagra valo torekvés. Ez nem pusztan az eredmények
széleskord alkalmazhatdsidga miatt fontos: a jol eltalalt altalanositas a probléma lényegét tiikrozi, s ezért a megoldas
kulcsat jelentheti. Legyiink tehat ismét merészek, és tekintsiik a kovetkezd altaldnositast.

Adott a sikon (vagy a térben) egy véges H ponthalmaz. Keressik azt az dsszefiggd G grifot, melynek csiucshalmaza
tartalmazza H pontjait és minimdlis dsszhosszal rendelkezik.

A tovabbiakban H pontjait alappontoknak, az eredetileg nem létezs, Gjonnan folvett segédpontokat csomdpontok-
nak, végezetil G pontjait, vagyis az alappontok és csomopontok egyesitési halmazat csicspontoknak fogjuk nevezni.

Ha mar az igéretes altalanositas keziinkben van, érdemes lehet megvizsgalni annak egy nem trivialis specialis esetét.
Most is ezt tessziik: szoritkozzunk egyelére sikbeli, nem elfajulé haromelemd halmazra. Ezt a problémat Fermat-
feladatnak nevezik. Legyen adott a sikban az ABC' hdromszdg; meghatdrozandd az AP + BP + CP dsszeg minimuma,
ahol P tetszdleges sikbeli pontot jelol. Roviden:

(F) AP + BP + CP — min(P € R?).

A Fermat-feladat megoldasat az aldbbi harom lemma tisztazza. Az els6 szerint a megoldast jelents pont a harom-
sz0gon beliil keresendd; a masik kettd ennek birtokaban a helyet is megjeloli annak fliiggvényében, hogy a legnagyobb
sz0g meghaladja-e a kritikus 27 /3 értéket avagy nem. Az el6bbit szokas lebegd, mig az utobbit kétdtt esetként emliteni.
Ezek az elnevezések az el6z6 részben bemutatott Torricelli-asztal fizikai viselkedésére utalnak.

1. lemma. Az ABC hdromszdgén kivili pontok nem megolddsai az (F) Fermat-feladatnak.

Bizonyitéas. Tekintsiik az AC oldalegyenes éltal meghatarozott azon nyilt félsikot, mely nem tartalmazza a B cst-
csot. E félsikot a masik két oldal egyenese harom (nem korlatos) tartoméanyra bontja. Tegyiik fel, hogy P abban
a tartomanyban van, amely a haromszog oldalszakaszaval hataros. Ekkor a BP szakasz valamely M pontban metszi
az AC oldalt, és

AP+ BP+CP > AC+ BP > AC+ BM =AM + BM + CM.

Tehat P nem lehet megoldéasa az (F) Fermat-feladatnak. Most tegyiik fel, hogy P olyan tartoméanyban van, amely
nem oldalszakasszal hataros. Foltehetd, hogy a P-hez legkozelebb az A csics helyezkedik el. Mivel BAC< < 7, ezért
a PAB és PAC haromszogek egyikében az A tompaszogl csics. Foltehetd, hogy ez épp a PAC haromszog. Ekkor
AC < PC, s igy

AP+ BP+CP> AP+ BP+CA> AB + AC.

Ezek szerint P most sem megoldasa az (F) Fermat-feladatnak. Megismételve ugyanezt az érvelést a haromszog
valamennyi oldalegyenesére, a bizonyitandé allitast kapjuk. O

2. lemma. (K6tott eset.) Ha ABC olyan hdromszog, melynek szdgei a 2w /3 értéknél kisebbek, akkor az (F) Fermat-
feladat megolddsa a hdromszdg izogondlis pontja, vagyis az a pont, melybdl az oldalak azonos szégben ldtszanak.



Bizonyitas. Legyen ugyanis P tetszGleges sikbeli pont. Az eléz6 lemma miatt f6ltehetd, hogy P az ABC hé-
romszOghoz tartozik. Forgassuk el a BPC = BP;Cy haromszoget kifelé 7/3 szoghben. Legyen BP,Co az igy kapott
haromszog. Ekkor B P P, szabélyos haromszog, ezért Py P, = BP; és P,Cy; = P,C5. Tehéat

AP+ BP+CP=AP, + BP, +C1PL = AP, + PP, + P,Cs.

Nyilvan az AP; P,Cs torottvonal hossza legalabb akkora, mint az ACs szakasz hossza. Ennek koészonhetSen P csak
akkor szolgaltathat minimumot, ha A, P, P», Co kozos egyenesre illeszkednek. Ez azt jelenti, hogy APC< = 27/3
sziikségképpen fonnall.

Hasonlo gondolatmenetet kovetve, P csak agy lehet megoldasa az (F) Fermat-feladatnak, ha az ott Gsszefuto,
csticsokbol induld élek 27/3 szogben talalkoznak. Vagyis, ha P a haromszog izogonalis pontja.

Az érvelésbdl az is kovetkezik, hogy a haromszdg barmely pontjabol a csticsokba hazott szakaszok Gsszhossza
legalabb akkora, mint az izogonalis pontbél a csticsokba huzott szakaszok Gsszhossza. Tehét a széban forgé minimum
feladatnak létezik megoldasa, és azt az izogondlis pont valasztasaval nyerjiik. O

3. lemma. (Lebegs eset.) Ha ABC olyan hdromszdg, melynek van legaldbb 27 /3 nagysdgi szoge, akkor az (F)
Fermat-feladat megolddsa a hdromszég tompaszégi csicsa.

Bizonyitas. Tegyiik f6l, hogy az ABC = AB;C; haromszogben a B csicsnal taldlhaté a széban forgd szog.
Tekintsiik a haromszog tetszéleges olyan P pontjat, mely nem a B cstcs. Vegyiik {6l a Cy pontot agy, hogy B1Ci =
B1Cs, valamint AB;Ca<t = 2m/3 teljesiiljenek. Az altalanossag sérelme nélkiil foltehets, hogy P benne van az AB;Cs
haromszogben; egyébként ugyanis hasonlé konstrukciot alkalmazhatunk C helyett az A cstacsra. Végezetiil, valasszuk
meg a By pontot tetsz6legesen a B1-bdl induld azon félegyenesen, amely 27/3 szoget zar be azokkal a félegyenesekkel,
melyek Bi-bdl indulnak és tartalmazzak az A, illetve a Cy pontokat.
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Mivel az AByCs haromszognek B; izogondlis pontja, ezért a 2. lemma miatt megoldasa az A, By, Co pontokra
vonatkoz6 (F) Fermat-feladatnak. Ily médon

ABy + ByBy + C2By < AP+ BoP+ CoP < AP+ ByBy + B1P + CyP
adodik, amibol rendezéssel (és a jelolések figyelembe vételével) kapjuk, hogy
AB+ BC = AB; + B1Cy = AB1 4+ B1Cy < AP+ B1P + Cs P.
Elegend§ tehat csupan azt igazolnunk, hogy Co P < C1 P. Ez azonban kovetkezik abboél, hogy a PC1Cs haromszog-

ben a C; csicsndl 1évs szog kisebb, mint a Cy cstcsnal 16v szog. |

Megjegyzés. A Torricelli-asztalon a csomopont egészen a tompaszogi csicsig mozdul el, mert az er6k nem tudjak kiegyenliteni
egymaést.

Rovidesen kideriil, hogy a Fermat-feladat messze talnovi az esettanulmany kategoriajat. A {6 eredmény sikbeli
véltozata jelentGs részben ezen milik. A térbeli valtozathoz azonban sziikségiink lesz még egy eredményre.



4. lemma. Ha ABCD tetszdleges tetraéder, akkor

min{ BAC<,CAD<, DAB<} < %ﬁ

Bizonyitas. Legyenek aj, as, ag az A cstcsbol rendre a B, C, D csucsok iranyaba mutaté egységvektorok, valamint

oy = <I(a2,a3) = CADQ,
g 1= <I(a3,a1) = DABQ,
g = <I(a1,a2) = BAC«.

Tegyiik fel indirekt modon, hogy a1, as, as € [27/3, 71]. Félhasznélva, hogy a koszinuszfiiggvény a [27/3, 7] inter-
vallumon monoton csokkend, az aldbbiakat kapjuk:

lar + a2 + as|* = [law|* + [lazl|” + [las]® + 2(ar, a2) + 2(az, as) + 2(a, a1) =

1
=3+ 2(cosag +cosas +cosag) <3+2-3- (—5) =0.

Ez csak ugy teljesiilhet, ha a; +as+a3 = 0. Am ekkor az a;, ay, ag vektorok egy sikban vannak, ami ellentmondas.
O

Mindezek birtokaban mér megfogalmazhatjuk és igazolhatjuk f6 eredményiinket. Ez az eredmény sziikséges felté-
teleket ad arra nézve, hogy egy hélézat adott véges ponthalmaz legrévidebb halézata legyen.

Tétel. Ha H véges sikbeli ponthalmaz, G ennek legrévidebb hdldzata, akkor

(i) G olyan fagrdf, melynek élei egyenes szakaszok;

(73) minden alappontbdl legfeljebb hdrom €l indul és legaldbb 27 /3 szogben;

(7i1) minden csomdpontbol pontosan hdarom €l indul és pontosan 27/3 szdgben;

(iv) élek csak alappontban vagy csomdpontban taldlkozhatnak;

(v) G teljes egészében H konvex burkdn belil halad.

Tovdbbd, a csomdpontok szama legalabb kettdvel kevesebb az alappontok szamdndl. Végezetil, ha H térbeli halmaz,
akkor az eldzoek mellett még az is teljesiil, hogy barmelyik csomopontbol indulo élek kézds sikban vannak.

Bizonyitas. Vilagos, hogy ha G legrovidebb halézat, akkor 6sszefiiggd, kormentes, és élei egyenes szakaszok. Vagyis,
G eleget tesz az (i) tulajdonsagnak.

Tegyiik fel indirekt modon, hogy valamely G-beli A cstcs foka legalabb négy. Tekintsiink egy olyan A kézépponti
zéart korlapot, amely nem tartalmaz tovabbi csicsot. Az indirekt feltétel szerint létezik két olyan A-bol induld él,
melyek a korlap hatarat a B és C pontokban metszve, egyenls szari és hegyesszogi ABC haromszoget alkotnak.
A 2. lemma miatt ennek P izogonélis pontjara

AP+ BP+CP < AB+ AC

teljesiil. Vagyis, az A cstcsbol induldé AC és BC szakaszokat torolve, majd P beiktatasaval az AP, BP, C' P szakaszokat
folvéve, az eredetinél rovidebb Osszefiiggs halozat nyerhets. Ez azonban ellentmond G minimalitasanak. Tehat barmely
csucs foka legfeljebb harom. Nyilvanval6 tovabba, hogy csomoépont foka nem lehet haromnéal kevesebb. Mindezekbdl,
szem elGtt tartva a 2. lemma és a 3. lemma szogekre vonatkozo feltételeit, a (i4) és (i4i) tulajdonsagokat kapjuk.

A (iv) feltétel azt mondja ki, hogy G nem lehet 6nmetszs. Valoban, ha két él keresztezné egymast, akkor a met-
széspontra megismételve az imént latott gondolatmenet fokszamokra vonatkozé részét, rovidithetnénk a halézatot.

Jelolje most a G alappontjainak szamat n, a beiktatott csomopontokét pedig m. Mivel fagrafban az élek szama
eggyel kevesebb a csticsok szamandl, ezért n+m —1 = e, ahol e az élek szama. Masrészt, minden grafban a fokszamok
osszege kétszerese az élek szaméanak. Am a fokszdmok sszege most (ii) és (4ii) miatt legalabb n + 3m. Az eddigieket
Osszevetve tehat

2(n4+m—1) >n+ 3m.

Ebbél rendezéssel kapjuk, hogy m < n — 2. Vagyis, a csomépontok szama legalabb kettSvel kevesebb az alappontok
szaménal.

Az (v) tulajdonsag bizonyitasa ismét indirekt modon torténik. Tegyiik fel, hogy létezik csomépont a konvex burkon
kiviil. Mivel a konvex burok el6all a halmazt tartalmazéd félsikok metszeteként, ezért van olyan nyilt félsik, amely
tartalmaz csomoépontot, de nem tartalmaz alappontot. Valasszunk most egy olyan P csomépontot, amely benne van
e félsikban és tavolsaga a félsik hatdregyenesétl maximalis. A P ilyen valasztésa lehetséges, hiszen méar lattuk, hogy
a csomopontok halmaza is véges. Huzzunk parhuzamost a félsik hataraval P-n keresztiil. Mivel P-bél harom él indul
paronként 27 /3 szog alatt, ezért lesz olyan () csomépont, amelyet az imént f6lvett parhuzamos elvalaszt a H konvex
burkatél. Am ekkor az eredeti hataregyenestsl Q nagyobb tavolsigra van, mint P, ami ellentmondas.



A térbeli esetben csupén a (i4) és (ii7) allitasok megfelelGire tériink ki. Tegyiik fel, hogy a G halézat A cstucsanak foka
legalabb négy. Tekintsiink egy olyan gémbot, melynek A a kdzéppontja és nem tartalmaz tovabbi cstcsot. Valasszunk
ki tetszolegesen harom A-bol induld élt, s jelolje ezeknek a gombbel vald metszéspontjat B, C, D. A 4. lemma miatt
az ABC, ACD, ADB haromszogek egyikében az A cstcsnal 1évs szog 27/3-nal kisebb. Foltehetd, hogy ez éppen
az ABC haromszog. Ekkor ennek P izogonélis pontjat véve,

AP+ BP+CP+ AD < AB+ AC + AD.

Ez azonban nem lehetséges, hiszen G minimalis halozat. Tehat, A, B, C, D sziikségképpen kozos sikban vannak.
Ugyanezt az érvelést megismételve kapjuk, hogy valamennyi A-bol induld él egy sikban van. Azonban ekkor a mér
igazolt (i) és (i) tulajdonsagok miatt A foka legfeljebb harom; s6t, ha csomépontrol van szo, pontosan harom. [

Az a tény, hogy az alaphalmaz elemszadma segitségével korlatozhat6é a csomoépontok (s ezéltal a szoba jovs graf-
strukturak) szama, kiemelt jelentSséggel bir. Ennek koszonhets ugyanis, hogy bdrmely véges ponthalmaznak létezik
legrovidebb dsszekdtd hdlozata. A bizonyitas a megfelels elméleti hattér birtokaban nem nehéz. A grafelmélet és geo-
metria mddszerei mellé segitségiil kell hivni az analizist: a haloézat 1étezése a kompaktsag és folytonossig kapcsolatan
milik. E kapcsolat tisztazasa azonban méar messze tilmutat cikkiink keretein, s6t a kozépiskola szabta hatarokon is.

Erdemes hangstlyoznunk, hogy a konvex burokkal kapcsolatos (v) tulajdonséag bizonyitasdhoz rengeteg munka aran,
az el6z6, s6t az utdna megfogalmazott tulajdonsagok félhasznalasaval juthattunk el. Ezzel szemben, a Fermat-feladat
megoldasahoz éppen a konvex burokra vonatkozé 1. lemma jelentette a kiindulé lépést.

4. Alkalmazasok

Lassuk ezek utan, mit ad a f6tétel a Gy. 1591. nehezitett valtozatara. Vagyis: hogyan nyerjiik az egységnégyzet
legrovidebb halézatat? Mint emlitettiik, a problémanak bizonyithatéan [étezik minimumot szolgaltatd megoldasa.
Azt fogjuk megmutatni, hogy ez nem mas, mint a korabban méar bemutatott fagraf. Ennek topologiai struktiaraja
egyértelmtien, a geometriai pedig szimmetridktol eltekintve egyértelmiien adott.

Az érvelésben sziikségiink lesz a kdvetkezd elemi észrevételre. Ismeretes, hogy barmely haromszog adott csicsanak
szogfelezGje és a cstcesal szemkozti oldal felezémerélegese a koriilirt koron metszi egymast. Igy az ABC haromszog
C csucsa és P izogonalis pontja altal adott egyenes szogfelezé az ABP haromszogben, s ezért az AB oldal felezGme-
r6legesét az ABP koriilirt korének D pontjaban metszi. E pontbol az AB oldal 7/3 sz0g alatt latszik, vagyis ABD
szabalyos haromszog. Ez az észrevétel egyébként igen jol alkalmazhat6 egyéb pontrendszerek esetére is.

Tekintsiik ezek utan az egységnégyzet cstcsait, mint az alappontok halmazat. A f6tétel (v) pontja miatt ezek foka
nem lehet egytdl kiilonbozs. Ellenkezs esetben ugyanis az ott talalkozo élek szoge legfeljebb 7/2, ami ellentmond
a (it) tulajdonsagnak. A keresett halozatban tehat négy elséfoku csics szerepel, valamint néhany tovabbi, harom
fokt csomoépont. Kénnyen adédik, hogy a csomoépontok szdma ketts. Ilyen tipusd fagrafbol pontosan egy létezik,
mégpedig az, amelyet kordbban mar megadtunk. Vagyis, a topologiai struktira egyértelm.

A geometriai struktira lényegi egyértelmiiségének igazoldsahoz vegyiik figyelembe, hogy &atléos alappontok nem
csatlakozhatnak kozos csomédponthoz. Valéban, két atlés alappont kozti at két részre bontja a négyzetlapot, s mivel
a fotétel (v) pontja szerint a héalozat a négyzetlapon beliil marad, a masik atlos par kézotti it metszené az elGbbit. Ez
azonban (iv) miatt nem lehetséges.

Tekintsiik tehat azt a lehetGséget, amikor két szomszédos alappont csatlakozik kézos csomoponthoz. A két csomo-
pont altal meghatarozott egyenes e haromszognek szogfelezGje, igy van kézos pontja a két alappont felezGmerdlegesével
(mégpedig a koriilirt kérén). Ugyanez teljesiil a masik két alappont és a hozzajuk csatlakoz6 csomépont altal megha-
tarozott haromszogre. Tehat a csomépontok altal meghatarozott egyenes mindkét szemkozti oldal felez6merélegesérdl
tartalmaz egy-egy pontot; ammde a két felez6merdleges azonos, igy egybeesik a csomoépontok altal meghatarozott egye-
nessel. Nyilvan parhuzamos oldalparok barmelyikének alappontjaib6l kiindulva ugyanazt a halézatot kapjuk. Minthogy
két parhuzamos oldalpar van, ezért két (forgatassal fedésbe hozhato) halozat keletkezik.

A fotétel egyébként més ponthalmazok esetében is igen hatékonyan hasznalhaté. A teljesség igénye nélkiil néhany
ilyen esetet feladat formajaban fogalmazunk meg. Kiilon figyelmet érdemel a szabdalyos hatszog csicsait Osszekotd
legrovidebb halozat kérdése. A f6tételnek eleget tevs grafsturktira ugyanis ekkor mar nem egyértelmi. S a burjanzasnak
indult szerkezeti gazdagsag dacéara, a legjobb megoldas egyben a legegyszeribb ...

Feladat. Hatdrozzuk meg a szabdlyos otszdg csucshalmazdhoz tartozo legrovidebb halozatot. Igazoljuk, hogy e halozat
szimmetriaktol eltekintve egyértelmi, és adjuk meg teljes hosszadt.

Feladat. Igazoljuk, hogy a szabdlyos hatszdg csiucshalmazahoz tartozo, a fotétel kivinalmainak eleget tevd fagrdfbol
hdrom tipus lehetséges. Bizonyitsuk be, hogy ezek geometriai helyzete szimmetridktol eletekintve egyértelmd. Mennyi
a legrovidebb hdldzat hossza?

Feladat. Hatdrozzuk meg a szabdlyos tetraéder csicshalmazdhoz tartozo legrovidebb halozatot. Igazoljuk, hogy e hd-
lozat szimmetridaktol eltekintve egyértelmi, és adjuk meg a teljes hosszat.



5. Megjegyzések

Végezetiil, érdemes még néhiny sort dldoznunk a bemutatott témakor fordulatokban gazdag, izgalmas torténeti
hatterének véazlatos ismertetésére.

Az n = 3 specialis eset, vagyis az (F) minimum feladat, vélhetGen René Descartes (1596-1650) problémafolvetésétsl
ihletve [6], Pierre de Fermat (1607-1665) révén jutott el a kor matematikusaihoz [7]. A jelenlegi adatok birtokdban,
a kotott eset elsd megoldoja Evangelista Torricelli (1608-1647), mig a lebegs eseté Bonaventura Francesco Cavalieri
(1598-1647) volt (lasd a [21] és [3] Osszegytijtott miiveket). A kotott esetnek, vagyis a 2. lemma allitdsanak elegans
bizonyitasa Hofmantol szarmazik [12], és ugyancsak ez talalhaté Reiman Istvan kényvében [17]. Harold Scott MacDo-
nald Coxeter (1907—2003) szintén ezt a megkozeltést ismerteti [5], s6t kiterjeszti a lebegs esetre. A probléma térbeli
kiterjesztését biztosito 4. lemma alapgondolata Gilbert és Pollack [9] dolgozatabél szarmazik. Tovabbi érdekes mate-
matikai és torténeti részletek talalhatok a Fermat—Torricelli-Cavalieri problémakorrel kapcsolatban Szmerka Gergely
cikkében [20].

Az n = 4 eset 1811-ben bukkant {6l elGszor. A probléma megfogalmazasa és megoldasa Joseph Diaz Gergonne (1771-
1859) nevéhez fiz6dik. Az altalanos esettel kapcsolatban szdmos alapvetd eredményt, igy példaul a szogfeltételt és
a fokszam feltételt sikeriilt megkapnia. Ervelésében nem az analizis eszkoztarat, hanem Torricelli modszerét alkalmazta.

Természetesen nem maradhat ki Carl Friedrich Gauss (1777-1855) neve sem a kortorténeti hattérbsl. Az n = 4
specialis esetet 1836-ban egyik kortarsa, Heinrich Christian Schumacher dan-német csillagasz (1780-1850) vetette fol
neki levélben. Igen vazlatos megoldast javasolt ugyan Gauss, azonban sem akkor, sem kés6bb nem foglakozott behatéan
a probléméaval. Amint valaszlevelébdl vilagosan kideriil, mégis latta benne a lehetséget: ,Jomagam gy vélem, hogy
e probléma kivdloan alkalmas arra, hogy tanitvdnyaink figyelmébe ajanljuk.”

Gauss ezuttal sem tévedett: Karl Bopp (1856-1905) doktori értekezése 1879-ben pontosan e téméat dolgozta fol [1].
Az n = 4 eset részletes analitikus targyalasa mellett Bopp kitért az n = 5 esetre, s6t elegans modszerrel képletet adott
az ugynevezett teljes topologidk szdméanak meghatarozasara.

A probléma 1934-ben ismét folbukkant, eztttal két cseh matematikus, Vojtéch Jarnik (1897—1970) és Milos Kossler
(1884-1961) dolgozatédban [14]. F6 eredményiik lényegében azonos az &altalunk ismertetett tétellel, bar modszeriik
kiillonbozik a miénktsl. Alkalmazasként kitértek a négyzet és a szabalyos 6tszog esetére. Szép bizonyitast adtak arra,
hogy n > 13 esetén a szabalyos n-szog legrévidebb halézata a keriilet mentén halad, egy oldal elhagyésaval. Mivel
dolgozatuk csehiil ir6dott, ezért eredményeik lényegében rejtve maradtak a tudoméanyos vilag el6tt. Eredeti dolgozatuk
elss részének angol véaltozata 2008-ban jelent meg Korte és Nesétfil jovoltabol [15].

Az az elszigeteltség, amely Jarnik és Kossler eredményeit dvezte, az egész témakor végzetszeri jellemzéje. A legrovi-
debb hélozatok kutatasa tjra és Gjra elGtérbe keriilt, hogy aztan a feledés homélyaba siillyedjen. A kutatok lényegében
nem értesiiltek egymas eredményeirdl. Nem csoda hat, hogy Courant és Robins népszerd konyve [4] a témakort Jakob
Steiner (1796-1863) nevéhez flzte, holott Steinernek semmi kéze nem volt ahhoz.

Az 1960-as években a problémakor ismételt lendiiletet kapott és virdgzasnak indult. Ennek oka a fontos alkalmaza-
sok mellett a szamitogépek fejlédése, melyek lehetGvé tették a kozelits algoritmusok megvalositasat. A megjelent cikkek
sokaig a Steiner-fa probléma elnevezést hasznaltak, ami az el6z6ek miatt nem is meglepd. A prioritas kérdésével a mar
emlitett [15] cikk mellett foglakozik Hwang, Richards és Winter tanulmanya [13]. A legteljesebb torténeti attekintést
azonban Brazil, Graham, Thomas és Zachariasen atfog6 miive jelenti [2].
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