I. rész

1. Adott a valds szamok halmazdn értelmezett [ és g fligguvény:
flx)=—2*-324+4 ¢és g(x)=2%+22—3.

a) Adjuk meg az f o g fligguény hozzdrendelési szabdlydt.

(Az dsszetett fiigguény definicidja: f o g(x) = f(g(a:)))
b) Van-e olyan xo hely, ahol az f és g fiiggvényekhez hizhaté érinték pdarhuzamosak egymdssal?

c¢) Szdmitsuk ki az f és g figgvények grafikonja dltal kizbezdrt korldtos teriilet nagysdgdt. (14 pont)

Megoldas. a)
(fog)(x) = f(g(x)) = —(2* + 22 — 3)2 —3(2®+22-3) +4=—a*—42® —2° + 62 + 4.
b) Ha valamely zo helyen a két fiiggvényhez htizhaté érint6k parhuzamosak egyméssal, akkor f'(zg) = ¢’ (o),
vagyis —2xg — 3 = 2z + 2, ahonnan zy = vk

5
Tehat van ilyen xg hely: zg = vk
c) Az f és g fiiggvényt derékszogi koordinata-rendszerben abrazolva az f fliggvény képe egy lefelé nyilo parabola,
melynek két zérushelye —4 és 1, a g fliggvény képe pedig egy felfelé nyil6 parabola, melynek zérushelyei —3 és 1.

A keét fiiggvény metszéspontjait (az integralszamitas hatarait) az f(z) = g(z) egyenlet gyokei adjak: —2® — 3z +4 =

% 4+ 2z — 3, ahonnan z; = —5 és xo = 1.
A keresett T teriiletet integralszamitassal hatarozhatjuk meg:

1 1
T=/(—x2—3x+4—x2—2x+3)dx=/(—2x2—5x+7)dx=
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2. A derékszogd koordindta-rendszerben az ABC hdromszdg csicsai: A(—4;—3), B(6;—3) és C(1;12).

a) Mennyi az AS és a B? vektorok skaldrszorzata, ha S az ABC hdromszdg sulypontja?

b) Mekkora és milyen irdnyu szoggel kell elforgatni az ABC hdromszoget a C csics koril, hogy az AC oldal pdrhu-
zamos legyen az ordindtatengellyel? (11 pont)

Megoldas. a) Az ABC haromszog S sulypontjanak koordinatai a csicsok megfelel6 koordinatainak szamtani

kozepe:
—4 1 -3-— 12
S< +6+1 —3-3+ )_(1;2%

3 ’ 3



ezért AS = (5;5), BS = (=5:5), és igy AS - BS = 0.

b) Mivel az AB oldal parhuzamos az x tengellyel, ezért a haromszog C'T magassaga parhuzamos lesz az y tengellyel.
Ha az ACT szoget a-val jeloljiik, akkor a haromszoget a C' csics koriil éppen +a szoggel kell elforgatni, hogy az AC
oldal parhuzamos legyen az y tengellyel.

5
Az ACT derékszogl haromszogben tg o = R ahonnan o = 18,43°.
Tehat az ABC haromszoget kb. +18,43°-0s szoggel kell elforgatni a C cstcs koriil.

3. Egy konyhdn egy 5 literes kondérban tésztafézésre forralnak vizet. A vizbe 50 gramm sdt tettek, amit a foszakdcs
sokall, ezért eqy nagy fél literes merékandllal kivesz az oldott sés vizbdl, és a helyére egy merdkandl tiszta vizet tesz.
Alapos keverés utdn megkdstolja a vizet, de még mindig tul sésnak taldlja, ezért a sos vizbdl ismét kivesz fél litert, és
a hidnyt tiszta vizzel pdtolja. A kdstolds utdn még egyszer utoljdra megismétli az elébbi miveletet. Tételezziik fel, hogy
minden midvelet elétt a so egyenletesen oldddott, és a térfogat-novekedéstdl, amit betétele okozott, tekintsink el.

a) Mennyi sé maradt a vizben? Az eredményt tizedgrammra kerekitve adjuk meg.

b) Hdnyszor kellene a fenti mdveletet megismételni ahhoz, hogy legfeljebb 25 gramm sé maradjon a vizben? (13 pont)

Megoldas. a) Mivel a kanal térfogata tizedrésze a kondér térfogatanak, ezért a sotartalomnak is mindig a tizedét
vessziik ki.

Az elsg lépésben kivett s6 mennyisége 5 gramm, hiszen fél liter vizben 5 gramm s6 van.

A maésodik lépésben ismét a még meglevs somennyiség tizedét vessziik ki, azaz 50 — 5 = 45 grammbol 4,5 grammot.

A harmadik lépésben méar csak 45 — 4,5 = 40,5 gramm s6 maradt a vizben, melynek tizedét kivéve 4,05 grammot
vesziink ki.

Tehat a megmaradt sé mennyisége 40,5 — 4,05 = 36,45 gramm, ami egy tizedesjegyre kerekitve 36,5 gramm.

b) Ha a fenti folyamatban n lépést végziink el, akkor az oldatban marad6 s6 mennyiségét az 50 - 0,9" Osszefiiggés
adja meg, hiszen minden lépésben a megmaradt s6 mennyiségének 10%-at vessziik ki.

A feladat szovege alapjan megoldand6 az alabbi egyenlGtlenség:

50-0,9™ < 25.

(Az egyenl6tlenséget rendezve, majd mindkét oldal tizes alapu logaritmusat véve:)
1g0,9™ <1g0,5.

(A logaritmus azonossagat felhasznalva, majd rendezve:)

1g0,5
> 2 ~6.58.
=500 7

Mivel n csak egész szdm lehet, ezért a folyamatot legalabb 7-szer kell megismételni.

4. Egy gimndzium 9. osztdlyos tanuldi év végén rendelték meg iskoldjukban a kévetkezd tanévhez sziikséges tankony-
veket. Osszesen 7 fajta konyvet rendelhettek, minden tantdrgybdl egyet-egyet. Minden gyerek kapott egy megrendeldlapot,
ahol a megfeleld mezébe tett X jellel jelezhette rendelési szandékdt. (Az aldbbi tdblazatnak megfeleld didk a magyar,
torténelem és kémia konyveket rendelte meg.)



magyar | matematika | torténelem | angol | foldrajz | fizika | kémia
X X X

A tankonyvrendelések dsszesitésekor a tankiényufelelds megdllapitotta, hogy nem volt olyan tanuld, aki egyetlen
kényvet sem rendelt és nem volt két olyan didk, akik pontosan ugyanazokat a kinyveket rendelték volna meg.

a) Legfeljebb hdany didk jdr ennek az iskoldnak a 9. éufolyamdra?

A 9.B. osztalynak 24 tanuldja van, fiik és lanyok vegyesen. Az osztdlybol két tanuldt véletlenszerien kivdlasztunk.

b) Hdny fii és hdny liny jir az osztdlyba, ha annak a valdszinidsége, hogy a kivdlasztott didkok kilonbozd nemiek,
a lehetd legnagyobb? (13 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Mivel nem volt két olyan diak, akik pontosan ugyanazokat a konyveket rendelték meg,
ezért azoknak a didkoknak a szdma, akik pontosan egy darab kényvet rendeltek legfeljebb 7.

7
Azoknak a didkoknak a szama, akik pontosan két darab konyvet rendeltek legfeljebb ( 2) , hiszen 7 darab konyvbél

ennyiféleképpen lehet kett6t kivalasztani.
Hasonlé meggondolassal szamithato ki a harom, négy, ..., hét darab konyvet rendel6k maximélis szdma, ezért a 9.
évfolyamra jaro didkok szama legfeljebb

-0+ () () () -

II. megoldds. A tanulok minden kényvrél egyértelmiien eldonthetik, hogy megrendelik-e vagy sem, ezért a lehetséges
megrendelések (és egyben tanulok) szama legfeljebb 27 = 128. Mivel olyan didk nem volt, aki egyetlen konyvet sem
rendelt meg, ezért az évfolyamra legfeljebb 128 — 1 = 127 tanuld jarhat.

24
b) Jelolje a lanyok szamat [, a fiakét f. A feladat szovege alapjan | + f = 24. 24 tanulobol 2-t <2 )—féleképpen

f

24 l
valaszthatunk ki, ezért az Osszes eset szdma (2) 1 lanyt és 1 fiat <1> ' (1

f

1
L-f 1-(24-1) 2411 144—(1-12)°

W) _t-f_
@~ 276 276 276 276

)—féleképpen valaszthatunk ki, ezért

l
a kedvez6 esetek szama ( 1) . ( ) Az I + f = 24 Osszefiiggést felhasznalva a keresett valoszintiség:

P =

A tort értéke akkor maximalis, ha a szamlaloja maximalis. A szamlaloban 1évé kiillonbség akkor lesz a lehets legnagyobb,
ha a négyzetes tag a legkisebb, azaz 0. Ebbd&l kovetkezik, hogy | = 12 és f = 12.
Tehat 12 lany és 12 fiu jar az osztalyba.

II. rész

5. Egy trapézban huzzuk be a kézépvonalat, majd az alapokkal parhuzamosan két szakaszt: az datlok metszéspontjan
dthalado, illetve a trapéz teriletét felezd szakaszt.

a) Igazoljuk, hogy a behizott hdrom szakasz hossza rendre az alapok szamtani, harmonikus és négyzetes kizepe.

b) Indokoljuk meg megfeleld dbra alapjin az a) feladatban megadott harom kozép nagysdgdnak sorrendjét. (16 pont)

Megoldas. a) Tiikrdzziik az ABCD trapézt a BC szar F felez6pontjara. A tiikrozés utan kapott AD' A’ D négyszog

paralelogramma, melyben EE' = AD' = A’'D = AB+ CD, illetve EE’ = 2EF. Az el6bbi két egyenlGséghl EF =
AB+CD

5 , tehat a trapéz koézépvonalanak hossza valéban az alapok hosszanak szamtani kézepe.

D c A D < ¢
pl* y
E E' M \
m/ u




Az ABD héromszog hasonlé a PM D haromszoghoz, mert megfelels szogeik egyenlsk, ezért T T
a  u+v

Az ADC haromszog hasonlo az APM haromszoghtz, mert megfelel szogeik egyenldk, ezért T i .
¢ u+v
Az elbbi két egyenlet megfelels oldalait Gsszeadva ad + r__v + L 1, melybdl rendezéssel z = ac .
ac c u—+v u-+v a+c
Hasonlé meggondolassal belathato, hogy y = PRt igy
a+c
2ac
P = = s
Q=zty=-——

tehét a trapéz atldéinak metszéspontjan at huzott szakasz hossza az alapok harmonikus kdzepe.

Jelolje RS a trapéz alapjaival parhuzamos, annak teriiletét felez6 szakaszt, melynek hossza z. Legyen az RSCD
trapéz magassiga m, az ABSR trapézé pedig m’. Huzzunk parhuzamost az AD szarral a C és az S pontokon keresztiil,
melyek az RS, illetve az AB szakaszt rendre az N, illetve a V' pontban metszik.

m\m
\G
2
s

A VBS haromszog hasonl6 az NSC haromszoghtz, mert megfelels szogeik egyenlsk, ezért

a—z m

z—C m

Mivel az ABSR és RSCD trapézok teriilete egyenld, ezért a ; =2 ; c.om.
Az elgbbi két egyenletbdl a-z_zf c, melyet atrendezve 22 = a . ahonnan
z—c a+z 9
a?+c?
z =
2

Tehat a trapéz teriiletét felezs, alapokkal parhuzamos szakasz hossza az alapok hosszanak négyzetes kozepe.

b) Mivel az abran ¢ < a, ezért a trapéz teriiletét felezs szakasz a kozépvonal alatt, mig az atlok metszéspontjan at-
halad¢ szakasz a kozépvonal felett helyezkedik el. Ebbdl kovetkezik, hogy a harom kdzép nagysaga novekvs sorrendben:
harmonikus, szdmtani, négyzetes.

6. Egy mobiltelefonokat gydrto cég minden évben dsszel jelenteti meg legujabb csucskésziulékét. Az ujonnan kaphato
okostelefon kijelzdjén dsszesen 273460 pixellel t6bb képpont taldlhats, mint az egqy évvel kordbban megjelent azonos
tipusi régebbi telefonén. Ez azért van, mert az uj telefon széltében 198, hosszdban pedig 110 pizellel tobb képpontot tud
kijelezna.

a) Mekkora (hdnyszor hdny pizel) az ij telefon képernydfelbontdsa, ha a régebbi készilék kijelzdjén dsszesen 727040
képpont taldlhato?

A gydrto cég szeretné a készilékeladdsbol szarmazd bevételét maximalizalni, melyet az eladdsi dr megfeleld meghatd-
rozdsdval szeretne elérni. A cég vezetdi az eddigi tapasztalatok alapjdn azt feltételezik, hogy ha a késziiléket 120 000 Ft-ért
drusitjdk, akkor mind az 1000 telefonra érkezik megrendelés, ha pedig az eladdsi drat 3000 Ft-tal megemelik, akkor
a rendelések szama 20 darabbal csokken, és minden tovdbbi 3000 Ft-nyi emelés 1ijabb 20 darabbal csékkenti a megren-
delések szamdt.

b) Mennyi legyen a készilék eladdsi dra, hogy a cég bevétele mazimdlis legyen ezen az eladdson? (16 pont)

Megoldas. a) Jelolje x és y a régebbi telefon kijelzGjén 1évs vizszintes és fiiggleges képpontok szamat. A feladat
szovege alapjan az alabbi egyenletrendszer irhaté fel:

x -y = 727040,
(x 4+ 198) - (y + 110) = 1000 500.

A masodik egyenlet bal oldalan a kijelolt szorzast elvégezve, majd az egyenletet rendezve a kovetkezd (egyszertibb)
egyenletrendszerhez jutunk:

x -y = 727040,
1102 + 198y = 251 680.



Az elsé egyenletbdl az egyik ismeretlent kifejezve, majd azt a masodik egyenletbe behelyettesitve rendezés és dsszevonas
utan a 9932 — 125840y + 39987200 = 0 méasodfoku egyenletet kapjuk, melynek gydkei 1 = 640 és y; = 631,1. Utobbi
a tortarany miatt nyilvin nem megoldasa a feladatnak, ezért z; = 1136.

Ellendrzés: A régebbi telefon kijelzdjén 1136-640 = 727 040, mig az 4j telefon kijelzGjén (1136+198)-(640+110) =
1000500 képpont talalhato, ami valéban 273 460 pixellel tobb.

Tehat az 0j telefon képernydfelbontésa 1334 x 750 pixel.

b) Jelolje x a 3000 Ft-tal torténd emelések szaméat. Ekkor a telefon ara

(120000 + 3000z) Ft,
az eladott darabszam pedig (1000 — 20x). A (B) bevétel ezer Ft-ban szamolva:
B(z) = (120 + 3z) - (1000 — 20z) = 60 - (—z + 10z + 2000).

Szélséérték ott lehet, ahol B'(x) = 0, ezért —2x + 10 = 0, amib6l x = 5. x = 5 esetén B’ el6jelet vélt, tehat B-nek
valéban maximuma van.
Tehat a bevétel akkor lesz maximaélis, ha a telefon arat 120 000 + 5 - 3000 = 135000 Ft-ban hatarozzak meg.

7. a) Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan hétponti egyszerd grif, amelyben minden pont fokszima kilonbézd.
b) Egy hétponti egyszerd grdf csicsai kozott egyetlen olyan van, melynek fokszdma még egyszer eldfordul. Melyik
lehet ez a fokszdm? Adjunk meg eqy, a feladat feltételeinek megfeleld grdfot. (16 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Egy hétpontu egyszerd grafban egy pont fokszama maximum 6 lehet (nincsenek hurok-
és tobbszoros élek), ezért a hét pontra hét lehetdség jut: 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6. Ha van 6 fokszamu pont, akkor nem lehet 0
fokszamu, igy csak két lehetGség marad: 0; 1; 2; 3; 4; 5 vagy 1; 2; 3; 4; 5; 6. Mivel 7 pontunk van, a skatulyaelv szerint
az egyik fokszamnak legalabb kétszer kell el6fordulnia, igy biztosan nincs a feladat feltételeinek megfelels graf.

II. megoldds. Egy hétpontu egyszerd gratban, ha minden pont fokszama kiilonb6z6, akkor a cstucsok fokszamainak
lehetséges értékei 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6 (nincsenek hurok- és tobbszoros élek). Mivel barmely egyszert grafban a fokszamok

Osszege az élek szamanak kétszerese, ezért grafunknak 5 = 10,5 éle lenne, ami nem lehetséges. Tehat valoban nincs

a feladat feltételeinek megfelels graf.

b) Két eset lehetséges: 0; 1; 2; 3; 4; 5; « vagy 1; 2; 3; 4; 5; 6, x.

Nézziik elGszor a 0; 1; 2; 3; 4; 5; x esetet.

x értéke nem lehet 0; 2; 4, hiszen ekkor a kapott grafban a fokszamok Osszege péaratlan lenne, ami a fokszadmtétel
miatt nem lehetséges.

x értéke nem lehet 5 sem, ugyanis ekkor mindkét 5 fokszamu csics az izolalt pont kivételével mindegyik masikkal
Ossze lenne kotve, igy nem lenne 1 fokszamu cstcs.

x tovabba 1 sem lehet, mert ebben az esetben az 5 fokszamu csiics hasonléan Gssze van kdtve az izolalt pont
kivételével mindegyik maésikkal, az 1 fokszamu csicsok pedig csak az 5 fokszamuval. Ebbgl kdvetkezik, hogy mar csak
az a kérdés, hogy a 2, 3 és 4 fokszamu csicsok melyik masik cstcsokkal lehetnek Osszekotve. Mivel az 5 fokszamu
cstuicesal az el6bbi csiicsok mindegyike Gssze van kotve, ezért a 0, az 1 és az 5 fokszami négy csicsot elhagyva egy
6nallo, 1, 2, 3, fokszamu harompontt egyszerd grafot kapnank, mely nyilvan nem lehetséges, hiszen a graf egyszert.

Tehat csak a 3-as fokszam ismétlodhet, igy a feladat feltételeinek megfelel graf:

—~
[ Xe)
=

Nézziik a mésodik esetet: 1; 2; 3; 4; 5; 6; x.

x értéke hasonléan nem lehet 2; 4; 6, hiszen ekkor a kapott grafban a fokszamok Gsszege ismét paratlan lenne, ami
a fokszamtétel miatt szintén nem lehetséges.

x értéke ugyancsak nem lehet 5, ugyanis ekkor mindkét 5 fokszamu csiicsot 6ssze kellene kotni a 2 fokszamu csiicesal,
ami nem lehetséges, hiszen a 6 fokszamu csics biztosan 0ssze van kotve vele, és igy a fokszama 3 lenne.

x tovabba 1 sem lehet, hiszen ha az elgbbi eset meggondolasdhoz hasonléan a gratbol elhagyjuk a 6 és a két 1
fokszamu cstcsokat, akkor egy négyponti, 6nalloé egyszerd grafot kapunk, melynek fokszamai 1-gyel csokkenek, azaz
1, 2, 3, 4, lesznek, ami ismét nem lehetséges, hiszen egy négypontu egyszerid grafban nem lehet 4 fokszamu cstcs.



Tehat ebben az esetben is csak a 3-as fokszam ismétlgdhet, igy a feladat feltételeinek megfelels graf:

(0)
(6) (2)
() 3)
(4) 3)

8. A mellékelt abran ldthaté négyszig két szogét (113 és 116 fok) és hdrom oldaldt (146, 86 és 72 m) ismerjik.
Mekkora a négyszig terilete? (16 pont)

A B

I. megoldas. Bontsuk fel az ABC D négyszoget két haromszogre!

86 m
c
146 m ﬁa
72 m
A B

Az AC'D haromszdgbdl koszinusztétellel AC = /1462 + 862 — 2 - 146 - 86 - cos 113° ~ 196,28 (m).

i 146
Az ACD haromszogben alkalmazva a szinusztételt 'sm”y = ahonnan (v < 90° miatt) v = 43,21°. Ekkor

sin113° 196,28’
az ABC haromszogben § = 116° — v ~ 72,79°.
Az ABCD négyszog teriilete az ABC' és C'D A haromszogek teriiletének Gsszege:

72-196,28 - sin72,79° 146 - 86 - sin 113°
T =Tapc +Tcpa= 5 + 5 ~

A 674942 4+ 5778,93 ~ 12528 m?.

II. megoldas. Egészitsiik ki az ABCD négyszoget haromszoggé.




Az EDC héromszog ismeretlen szogei:
EDC<« =180° — 113° = 67°,
ECD< =180° — 116° = 64°,
DEC< =180° — (64° + 67°) = 49°.
Alkalmazzuk az EDC haromszogben a szinusztételt:

T sin 64°

86  sin49°’
amibdl z = 102,42 (m), és

y  sin67°

86 sin49°’

ahonnan y ~ 104,89 (m), igy AF = 146 + x =~ 248,42 () és BE = 72 + y ~ 176,89 (m).
Az ABCD négyszog teriilete az ABE és CDE haromszogek teriiletének kiilonbsége:
248,42 176,89 -sin49° 102,42 - 104,89 - sin49°
2 B 2 -
~ 16 582,25 — 4053,9 ~ 12 528 m?.

T=Tspr —Tcpe =

9. Egy vdrosban a fiatalok korében vizsgdlodtak o futballrajongok és az agressziv viselkedésre hajlamos személyek
kozott. A kovetkezdket dllapitottdk meg:

o Az agresszivitdst mutatd fiatalok 70%-a futballrajongd.

o Az agresszivnek nem mondhatok kozétt csupdan 30% futballrajongd van.

o A futballrajongok 60%-a mutat agresszivitdst.

a) A wvdros fiataljainak hdny szdzaléka futballrajongé?

b) Mennyire jellemzi a vdrost a fiatalok agresszivitdsa?

¢) A futballrajongd agressziv fiatalok a mérkézések kb. 15%-dban okoznak nagyobb renddrségi problémdt. Mekkora
annak a valdszinidsége, hogy hdrom mérkdzésen is megussza a helyi renddrség a beavatkozdst, ha feltehetjik, hogy
az egyes mérkézéseken kitort botranyok egymdstol figgetienek? (16 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Jelolje A az agresszivek, F' pedig a futballrajongok csoportjat. Ekkor a feladat szovege
alapjan: P(F'| A) =0,7, P(F | A) =0,3 és P(A | F') = 0,6, ahol P(F) értékét keressiik.
A feltételes valdszintség definicija alapjan

P(F | A) = PP(&“;_) —0.7,
e ) - LR PELPED
P(A| F) = ];(Z;;) ~06.
A harmadik egyenletbsl P(F A) valoszintiségét beirva a méasodik egyenletbe
2P,

6
Az els6 és harmadik egyenletbdl 0,6 P(F) = 0,7P(A), vagyis P(A) = ?P(F), igy

%(F) =0,3, azaz 2P(F) 3 2P(F),
— 2P(F) 5

23 3 21
ahonnan %P(F) =1 amibsl P(F) = T 0,46, tehat a varos fiataljainak koriilbeliil 46%-a futballrajongo.
II. megoldds. Vegylink 10 agressziv fiatalt, akik koziil 7 futballrajong6. Ha n nem agressziv fiatal van, akkor

ezek kozott 0,3n f6 futballrajong6. Viszont a 7 agressziv futballrajongd 60%-a az Osszes futballrajongonak, vagyis
140

7=(7+0,3n)-0,6 =4,2+ 0,18n, ahonnan n = 5
Ahhoz, hogy n egész szam legyen, mindent 9-cel kell szorozni, tehat 90 agressziv fiatalbol 63 £6 futballrajongd, és
140 nem agresszivbdl 42 £6. E szerint a futballrajongok szama 105, ami a 230-nak kb. 46%-a, ami nyilvan fliggetlen
a varos lakossagatol, hiszen az ardny nem valtozik.
b) P(A) valoszintségét keressiik:
21

6 9
PA) ==z - —=—-=0,39
(4) 7 46 23 Y
tehat a varos fiataljainak kb. 39%-a agressziv.
¢) Mivel az egyes mérkézéseken kitort botranyok egymastol fiiggetlenek, ezért 0,85 ~ 0,61 annak a valészintisége,

hogy a helyi rendérség megussza a beavatkozast.



