1. Bevezetés

Csebisev a 19. szazad egyik legnagyobb orosz matematikusa volt, nevéhez tobb tétel is fizddik. Példaul ha n > 1
egy természetes szam, akkor n és 2n kozott mindig talalhatd legalabb egy primszam. Ebben a cikkben Csebisev
algebrai egyenl6tlenségét jarjuk koriil (amellyel a magyar kozépiskolai szakkori oktatas is tobbszor foglalkozott). Az
egyenlGtlenség érdekes alkalmazasaként tobb kozgazdasagtani egyenlGtlenség is adodik. Itt egy 4j nyugdijgazdasagtani
egyenl6tlenséget mutatunk be, s a két oldal kozti kiillonbséget konkrét magyar adatokkal szemléltetjiik.

2. Csebisev algebrai egyenlétlensége

Kiindulépontunk a kévetkezs elemi megfigyelés.

1. segédtétel. Ha 0 < 21 < z2 €5 0 < y1 < y2 két valds szampdr, akkor

T1Y1 + XT2y2 > T1Y2 + T2y1.
Bizonyitas. Valoban, rendezéssel adodik (xo — 21)(y2 — y1) > 0, s ez a feltevés szerint teljesiil. O
Ebbdl a segédtételbdl levezethets cikkiink kozponti egyenlStlensége.

1. tétel (Csebisev algebrai egyenl6tlensége, 1882). Legyen n > 1 egy természetes szam, valamint 0 < a1 < as <
<an €50 < by <by <...< by, két valds szamsorozat. Ekkor fenndll a kévetkezd egyenldtlenség:

n(aiby +agba + ...+ apby) > (a1 + a2+ ...+ an)(by1 + b2+ ...+ by).

Megjegyzés. Ha van olyan i index, amelyre a; < a;+1 és b; < b; 1 egyszerre teljesiil, akkor az egyenlGtlenség is
szigoru.

Bizonyitas. Irjuk {6l az elsé sorban 4ll6 egyenlség mellé a segédtételbdl kovetkezs n — 1 egyenlStlenséget:

a1b1 + a2b2 + ...+ anbn = a1b1 + a2b2 + ...+ anbn,
a1b1 + a2b2 + ...+ anbn Z albg + CLng + ...+ anbl,

aiby +asbs + ... +apb, > arb, +asby + ...+ apbn—1.

Osszeadva 6ket, adodik a nevezett egyenlGtlenség. g
Létezik az egyenlGtlenségnek egy olyan valtozata, amely explicit alakban megadja az eltérést (itt a szumma
az Osszegzés jele):

n(aiby + asba + ...+ apby) — (a1 + a2+ ...+ ap) (b1 + b2+ ...+ by) =
1
= 52 > (ai —a;) (b = b;) > 0.
i

A valoszintiségi alkalmazasban kézenfekvs a Csebisev-egyenlGtlenséget atlagokra felirni. Tegyiik f6l, hogy egy-egy
véletlen valtozo értéke 1/n valoszintséggel veszi £l a;-t és b;-t, ahol (a;) és (b;) nem szigortan névekvs pozitiv sorozat.
Ekkor a szorzat atlaga legalabb akkora, mint az atlagok szorzata:

aiby + asbs + ...+ a,by, >a1+a2+...+an.b1+b2+...+bn

n n n
Az egyenlitlenség érdekes alkalmazasaként kitiizziik a kovetkezs feladatot (a megoldas a cikk végén talalhato).

1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy n pozitiv szdm négyzetes kozepe legalabb akkora, mint a szdmtani kdzepiik:

\/a%—i—a%—i—...—i—afl >a1+a2+...+an
n - n '

Megemlitjiik, hogy a hibaszamitasban az atlagos hibat éppen a négyzetes kozéppel szamoljuk.

3. Egy 0j kézgazdasagi alkalmazas



Egy modern allam koltségvetési kiadasainak jelentds része a nyugdijrendszerrel kapcsolatos. Elsé kozelitésben egy
adott évjarat nyugdijkiadasa az atlagos nyugdij és a nyugdijban toltott atlagos id6 szorzata. Pontosabb becslésben
azonban az atlagok mellett a két valtozo eloszlasat is figyelembe kell venniink. A Csebisev-egyenlGtlenséget alkalmazva
azt mutatjuk meg, hogy az atlagokkal val6é szamitas alabecsiili e kiadasokat. Megjegyezziik, hogy jelenleg Magyaror-
szagon nem ez a legerGsebb alabecslési ok, de jelentGsége a nyugdijak és a varhato élettartamok varhaté polarizalodasa
miatt egyre fokozodik.

Forditsuk le matematikai nyelvre a problémét: osszuk a népességet n > 1 csoportra, s legyen az i-edik csoport
tagjainak az id6ben valtozatlan redlértéki éves atlagos nyugdija b;, szigorian névekvs sorrendben; a nyugdijban toltott
atlagos ideje a;. Tapasztalati megfigyelések és logikai érvelés alapjan igaz, hogy nagyobb csoport-nyugdijhoz hosszabb
nyugdijban toltott id6 tartozik. A statisztikai alkalmazhatésig miatt azonban nem lehet tulzottan kis csoportokat
képezni. Mivel a nék joval kisebb nyugdijat kapnak és atlagosan tovabb élnek, mint a férfiak, szét kellett a két
nemet vélasztani. Erdekes modon a noknél alig van élettartambeli kiilonbség, és a monotonitas sem teljesiil. Ezért
a tovabbiakban csak a férfiaknak fizetett nyugdijkiadassal foglalkozunk.

Az egy férfi nyugdijasra jut6 atlagos nyugdijkiadés

B a1by +a2b2+...+anbn-

n

Mint emlitettiik, gyakori kozelités, hogy E helyett az atlagos nyugdijban t6ltott id6 és az atlagos nyugdij szorzataval
becslik meg a nyugdijkiadast:
a1 +as+...+ap, by +bs+ ...+ by

n n '

E:

Csebisev tétele szerint F > E.

Kérdés: mekkora az aldbecslés mértéke? A relativ hiba a csoportok nyugdijban toltott atlagos idejének és atlagos
nyugdijanak a heterogenitasatol fligg.

A hazai nyugdijak és a 60 éves korban varhato élettartam 4-elemi eloszlasarol vannak megbizhat6é adataink.
Molnar D. és Hollosné-Marosi (2015) adatai és szobeli kozlése szerint a 2012-ben elhunyt magyar férfi — négy egyenld
részre vagott osztalyos — adatai a kovetkezdk.

1. tabldzat. Férfi nyugdij- és varhato élettartam 60 éves korban, 2012

Nyugdijosztaly | Relativ nyugdij | Varhato élettartam 60 éves korban
7 bZ a;
1 61,9 17,1
2 81,1 18,3
3 105,0 19,5
4 152,0 21,1
Atlag 100 19,0

Egyszerii szamolassal adodik, hogy a kozelités relativ hibaja —2,5%.

Az 1. feladat megoldasa. Legyen by = a4, ..., b, = a,, és alkalmazzuk a Csebisev egyenlGtlenséget a nevezett
egyenlGtlenség négyzetére. Figyeljiikk meg, hogy a két sorozat azonossidga miatt a feltevés nem megszorito, megfelels
indexeléssel mindig elérhet6.
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