I. rész

1. Egy domper az épitkezés és a kavicsbanya kozott szdllit kavicsot. A két hely kézott 18 km a tdvolsdg. Az épitke-
2€st0l a banydig és vissza pontosan 1 ora 6 perc a tiszta szdllitdsi idd.

a) Mekkora a teherautd sebessége terheletleniil, ha azt tudjuk, hogy terhelve (banydbdl az épitkezésre) 6 km/h-val
kisebb dtlagsebességgel halad?

b) 100 km-re vetitve a kocsi fogyasztisa 10%-kal tobb terhelve, mint terheletlenil. Mennyi a kocsi terheletlen fo-
gyasztdsa (liter /100 km mértékegységben), ha az oda-vissza it sordn dsszesen 10,8 liter benzint fogyasztott? (12 pont)

Megoldas. a) (Minden tavolsagot km-ben, minden id6-mennyiséget éraban, és minden sebességet km /h-ban fogunk
szamolni, és csak a megoldas végén irjuk fel a mértékegységeket.) Az odaut sebessége legyen v, ekkor a visszaut (ekkor
van tele kével a domper) sebessége v — 6, mig a két rész-ut megtételéhez sziikséges ids legyen t1, illetve to.

A feladat szovege alapjan:

18 18
lLl=ti+ta=—+ .
v v—©6
Az egyenletet megoldva:
18 18
11=—
’ v v—6’

1,1v(v — 6) = 18(2v — 6),
1,1v% — 6,6v = 36v — 108,
1,1v% — 42,6v + 108 = 0.

Innen

V1,2

42,64+ /42,62 —4-1,1-108 {vl = ?é%

2,2 V2

= ﬁ'
Ezek kozil csak v1 = 36 (km/h) lehet a megoldas, mert ve esetén a visszait vy — 6 sebessége negativ lenne.

b) Mivel a két Gt egyforma hosszu, ezért ha az odatton c liter bezin fogyott, akkor a visszauton 1,1¢, azaz Osszesen

2,1c. Innen 2,1¢ = 10,8, azaz ¢ = @ = %
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Mivel ezt a ¢ mennyiséget 18 km alatt fogyasztotta a domper, ezért a 100 km-re vetitett terheletlen fogyasztasa:

100 36 200
R ) li 100km.
T - 8,57 liter/100km
1
2. Tekintsiik a kovetkezd rekurzivan megadott sorozatokat: ay = 1, a = ——————=+ an—1 (ha n > 1), illetve
g ' Vi1 1 /
2
by =1, bn:n—i_l-bn,l (han > 1).

a) Hdiny olyan n < 2016 indexd tagja van az {a,} sorozatnak, ami egész értéket vesz fel?
b) Hdny olyan n indexd tagja van a {b,} sorozatnak, amelyre teljesil a

6-b, <n+2n%+20n— 72

egyenldtlenség?
c) Adjuk meg az s100 = b1 +ba + b3+ ...+ bigo 0sszeg pontos értékét. (14 pont)

Megoldas. Elszor megadjuk a sorozatokat nem rekurziv modon. Mindkét helyen teleszképos Osszeget, illetve
szorzatot hasznalunk.

o= Y e = L- (v —vn—T) e
" yntvi-1 T (Varva-1)(Va-va-1)
:\/__\/n_l"'anfla

és mivel a1 =1 = \/I, ezért
an=(n—-vn-1)+(Vn—1-vVn—2)+...+ (V2-V1) +1=Vn.

Mig a maésik sorozatra:

b n—+2 ~n+2 n+1 b _ ~n+2 n+1 § é 1=
L T T e R D R
(n+2)(n+1)nn—-1)...6-5-4 (n+2)(n+1)n<n+2>

(n—1)(n-2)(n-3)...4-3-2-1 3-2-1




a) Mivel a,, = v/n, és ez pontosan akkor egész, ha n négyzetszam, ezért (hiszen v/2016 ~ 44,9) pontosan 44 darab
egész tag van 2016-ig.
b) A 6-b, <n®+ 2n% 4+ 20n — 72 egyenlGtlenséget kissé atirva:

(n+2)(n+1)n
3-2-1

n® 4+ 3n? 4+ 2n < n® 4+ 2n? + 200 — 72,
0< —n?+18n— 72,
0<—(n—6)(n—12).

6 - <n® 4+ 2n? 4+ 20n — 72,

Innen 6 < n < 12 adoédik, vagyis 7 darab megfelel§ tagja van a sorozatnak.

c)
3 4 5 101 102
s100 =b1 +ba+b3+...+bigo = 5 + 5 + 5 + n 5 )

+ 3
3 4 1
Mivel <3> =1= (4>, igy az Osszeg elsG két tagjara (az ismert (Z) + </€j— 1) = <Zl_ 1) Osszefiiggest fogjuk most
4

4
és kés6bb is hasznalni) ( 4) + <3> = (i), az els6 harom tagjara:
3 o (Y4 (5 = (%) L (%) (6
3 3 3) 4 3)  \4)’

<103) 103 -102-101- 100
5100 = =

és igy tovabb.
Vagyis

4 )= o = 4421 275.

3. Harom testvérnek, Andrds, Béla és Csaba gazddanak kilon-kilon 20-20 hektdarnyi foldje van. A birtokokbol kilon-
kilon 10-10 hektdr telepitett sz616, amin adott, hogy mit termelnek (nem lenne értelme kiszedni a tokéket), a mdsik
10 hektdron viszont hdrom egyéb névény termelése kozil vdlaszthatnak kilon-kilon a testvérek (krumpli, rizs, homok-
tovis). Az elmailt 120 év bergengdciai regiondlis — az iddjdrdsra vonatkozd — statisztikdi alapjin a kovetkezd tdbldzat
készithetd az egyes névények 10 hektdrra vonatkozé haszndrol (az értékek ezer bergengdc eurdban adottak).

IdG6jaras aszalyos | szaraz | normal | csapadékos | monszun
1 1 1 1 1

5 5 5 5 5
Novények haszna az egyes idGjaras-tipusok esetén
(1000 bergengoc eur6/10 hektarban)

IdGjaras esélye

sz016 5 12 10 4 —6
rizs ) 0 4 7 9

krumpli 2 10 9 2 -8
homoktdvis 3 3 3 3 3

a) Mit termeljen Andrds gazda, ha azt szeretné, hogy a vdrhatd nyeresége a lehetd legnagyobb legyen?

b) Mennyi valamely gazda nyereségének (ami az iddjardstol, mint véletlen eseménytdl fiigg) szordsa, ha a sz6ld
mellett a mdsik 10 hektdron rizst, krumplit, illetve homoktovist termel?

Bergengociaban gy tartjdak, hogy — azonos vdrhato nyereség esetén — az a kockdzatosabb beruhdzds, ahol nagyobb
a S20rds.

¢) Béla gazda azt szeretné, hogy a lehetd legrosszabb iddjdrds esetén is a lehetd legkevesebb legyen a vesztesége.
Igaz-e, hogy neki a legkevésbé kockdzatos beruhdzdst kell vdlasztania?

d) Csaba gazda egy nagy értékd traktort vett hitelre. Ha az év végén (miutdn mdr értékesitette az az évi termést)
nem tud visszafizetni 15000 bergengdc eurdt, akkor csddbe megy.

Igaz-e, hogy ahhoz, hogy ezt a lehetd legnagyobb eséllyel elkeriilje: neki a legkockdzatosabb beruhdzdst érdemes
vdlasztania? Mekkora eséllyel menekil meg ekkor a csddtdl Csaba gazda? (11 pont)

Megoldas. a) A maradék 10 hektaron az egyes névények varhato haszna:

—54+0+44+74+9 24+10+9+2+ (-8
E(rizs) = + +5 aallin =3, FE(krumpli) = Ry 5+ al )23,
3+3+34+3+3
E(homoktovis) = Rk ek 3.

5



Vagyis barmely névény esetén ugyanakkora a varhaté nyereség, és mivel a 10 hektar sz6l6 varhato nyeresége: F(sz616) =
5+124+ 1044+ (—6)

=5, igy a varhaté 6ssznyereség éppen 8000 bergengoc eurd.

5
b) El6szor készitsiink egy szdlovel dsszevont tablazatot.

Id6jaras aszalyos | szaraz | normal | csapadékos | monszun
146 Ars ol 1 1 1 1 1
Gjaras esélye - - - - -
! Y 5 5 5 5 5

Novények haszna az egyes idGjaras-tipusok esetén
(1000 bergengoc eur6/10 hektarban)

sz616 + rizs 0 12 14 11 3
sz616 + krumpli 7 22 19 6 —14
sz616 + homoktovis 8 15 13 7 -3

Mivel a varhato érték 8 volt, igy a szorasnégyzetek:

(0—8)2+(12—8)2 + (14— 8)* + (11 —8)* + (3 — 8)?

D?*(sz +1) = 3 = 30,
2 2 2 2 2
D(sz+ k) = (T—8)"+(22-8)"+ (19 58) +(6—-8)"+(—-14-3) :¥:1612,
2 2 2 2 2
DQ(SZHI):(S 8)° + (15— 18) +(1358) +(7—-8)"+ (=3 -138) :$:3972.

Innen a harom szoras: D(sz +1) = V30 = 5,48, D(sz + k) = 1/161,2 ~ 12,70, D(sz + h) = 1/39,2 ~ 6,26 .

¢) A lehetd legrosszabb idGjaras esetén a lehet6 legkevesebb veszteség tgy érhetd el a fenti modositott tablazat
alapjan, ha a sz6l6 mellé rizst telepit Béla gazda, és mivel ekkor a legkisebb a szorés, ezért igaz az allitas.

d) Csaba gazda a kivant 15000 eurdt a lehetd legnagyobb eséllyel akkor teremti els, ha a sz6l6 mellé krumplit vet.

2
Vagyis neki valoban a legkockizatosabb valasztasra van sziiksége. Ekkor a cséd elkeriilésének az esélye: —.

4. Kati néni egy kor alaki asztalra (a bal oldali abra szerint) feltett egy szabdlyos dtszdg alaki teritét dgy, hogy
a teritd eqyik csiucsa egybeesik az asztal kozéppontjdaval, mig a teritd két mdsik csiucsa éppen az asztal keriiletére esik.
a) Az asztal hdiny %-dt fedi le Kati néni teritdje?

el o

Mari néni egy, az elézével azonos méretd asztalra négy (az eldzd teritével azonos méretd) teritdt tett fel. Az egyik
teritdt pontosan gy, ahogy Kati néni, mig a tébbi teritdt (a jobb oldali dbra szerint) ugy, mintha az elsd teritdt rendre
elforgatnd 90°, 180°, 270°-kal az asztal kézéppontja koril.

b) Az asztal hany %-dt fedi le Mari néni négy teritéje egyiittesen? (14 pont)

Megoldas. a) Mivel hasonlosag erejéig az abrak mreghatarozottak, legyen az asztalok mint korok sugara 1. Nyilvan
a terit6k atloja szintén 1 hosszi. Mivel a szabalyos 5-szogek bels6 szogei 108°-osak, innen a terité egy a oldaldra

1
(a megfelel egyenlGszart haromszogbdl): sin 54° = g Azaz A terits oldalanak hossza:
a

1
Q= —F——%5-
2 - sin 54°

Innen a terit6t két, egy csicsboél induld atlojanak segitségével harom egyenlGszari haromszogre bontva:

T B 12 - sin 36° 4o a? - sin 108° _sin 36° n 2 - sin 54° - cos 5H4° B
teritG = 2 2 D) 4-sin54° - sin54°
in 36° + ctg 54°

_ s +ctgod “;C 827~ 0,6572.

sin 36° + ctg 54°

Azaz a terit$ az asztalnak 5
™

~ 0,2092, vagyis kb. 21%-4t fedi le.



b) Tekintsiik az dbrdt (melyen két szomszédos terit lathato). A két teritG altal kozosen lefedett metszet” (mivel
az egész Otszoget 90°-kal forgattuk el, igy a b, b’ altal bezart szog is derékszog) egy olyan deltoid, melynek hosszabb
oldala azonos a terit6 a oldalaval, mig szogei rendre 18°, 108°, 126°, 108°-osak. El6szor kiszamoljuk a deltoid hosszabb,
c atlojat szinusz-tétellel:

a c L sin 108°
sn63 ~ smiose’ AmibOl = o e
Innen:
bt = 2 - a-csin9° _ . sin 108° : sin 90. _
2 2 - sin 54° - 2 sin 54° sin 63°
2sin 54° - cos 54° sin 9° cos 54° sin 9°

T 2.sin54° - 2sin54°sin63°  2sin54° sin 63°

Mivel a négy terits Osszteriilete éppen négy ilyen deltoid teriiletével t6bb, mint a lefedett teriilet:

sin 36° + ctg 54° 4. o8 54° sin 9°

tefedett = 4.

2 ' 25in54°sin 63°
oo o €osH4°sin9°
= 2 . (Sln 36 + Ctg 54. — m) ~ 2,3735,

lefedett

t
ez pedig a teljes asztal ~ 0,7555 része. Vagyis a teritk az asztal kb. 76%-at fedik le.

II. rész

5. Véletlenszerien kivdlasztok 0 és 9999 kézdtt egy olyan szdmot, ami tartalmaz 2-es szamjegyet. Mekkora az esélye,
hogy a kivdlasztott szamomban t6bb 2-es van a szdmgjegyek kozott, mint 1-es? (Pl. 2012 ,kedvezd” tulajdonsdgi szdam,
de 2016 nem.) (16 pont)

Megoldas. Elgszor megszamoljuk, hogy Gsszesen hany olyan legfeljebb négyjegyt szam van, ami tartalmaz 2-es
szamjegyet.

Két apro otlet: egyszertibb azokat a szdmokat megszamolni, melyek nem tartalmaznak 2-es jegyet, illetve minden
nem négyjegyd szamra olyan négyjegyd szdmként fogunk tekinteni, melynek els§ par jegye 0 (pl. most 17=0017 lesz).

A 2-est nem tartalmazé szamok szdma: 9 -9 -9 -9 = 6561, hiszen mind a négy szamjegyre 9 lehetGség van, igy
a 2-est tartalmaz6 szdmok szadma: n = 10000 — 6 561 = 3439.

Most nézziik meg, hogy koziiliikk hany ,,j6”, azaz hany olyan van, amelyikben kevesebb az 1-es jegy.

— Ha mind a négy jegy 2-es, az j6. Ez 1 eset.

— Ha héarom jegy 2-es, az is mind jo. Ez 4 - 9 = 36 eset. (Hiszen a ,maradék” nem 2-es jegy 9-féle lehet és 4 helyre
keriilhet.)

— Ha két jegy 2-es, akkor minden olyan eset j6, ahol 0, vagy 1 darab 1-es jegy van.

4
Ha nincs 1-es, akkor a két 2-est <2> = 6 helyre tehetjiik, a maradék helyekre pedig 8-8-féleképp tehetiink szamje-

gyeket, azaz ekkor 6 - 8% = 384 jo eset van.
4
Ha egy darab 1l-es van, akkor a két 2-est <2> = 6 helyre tehetjiik, az 1-est két helyre, a maradék helyre pedig

8-féleképp tehetiink szamjegyet, azaz ekkor 6 -2 -8 = 96 jo eset van.
— Végiil, ha egyetlen jegy 2-es, akkor a szdmban egyaltaldn nem lehet 1-es jegy. Ezt konnyii megszamolni: az egyetlen
2-est 4 helyre helyre tehetem, a maradék helyekre pedig 8-8-8-féleképp tehetek szamjegyeket, azaz ekkor 4 - 8% = 2048

jO eset van.
k 2565

Vagyis a kedvezs esetek szama: k = 1436+ (384+96)42 048 = 2 565, és a kérdéses valoszintseg: - = 3139 ~ 0,746.



6. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert a valds szdmpdrok halmazan:

422 —8x + 7 ye Syt
(o)
4

arccos r = arcsin Y.

(16 pont)
Megoldas. Az a® =1 egyenlet akkor teljesiil, ha az alap a = 1, vagy, ha a kitev6 b = 0, és az a # 0 (bdr ez utobbi
megdllapodds kérdése), illetve, ha az alap a = —1, és a kitev$ paros szam.
422 —8x + 7

y*—8y+7
Ezek alapjan ( > =1 teljesiil, ha

a)

4

402 — 8z 4+ 7
4

1 3
— (22-3)2z—-1)=0 +— TL=g5 T2= 5

=1+ 422 -8z +3=0 +—

Ilyenkor persze y tetszéleges.
b)
P -8y+7=0 ¢ y-Ty—-1)=0 ¢+ =1, yp=T7.

Itt kell még az is, hogy az alap nem nulla, de mivel 4% — 8z + 7 = 4(z — 1)2 + 3 > 3, ezért ez minden x-re teljesiil.
c)
422 — 8z + 7
4

Mivel itt D < 0, ezért ilyenkor nem teljesiilhet az egyenlet.
Most nézziik az arccosz = arcsiny egyenletet. Az el6zbek alapjan négy esetet kell megvizsgélni.

. 1 ™ . LT V3
i)z = 5 ¢ arccosw = = =aresiny «— y=sin (5) =5

3
it) x = 3 Mivel arccosz értelmezési tartomanya [—1; 1], itt nincs megoldas.

=—1 +— 422 -8z +11=0.

i) y=1 <— arccosz = g =arcsinl <— z = cos (g) =0.

iv) y = 7. Mivel arcsiny értelmezési tartoméanya [—1; 1], itt sincs megoldas.

i 1 3
Osszegezve: két szampar elégiti ki az egyenletet, | z = Y= g ) ,illetve (z =0; y = 1).

7. Egy egyenesnek tekinthetd 210 km hosszi autdpdlya-itszakasz mentén néhdny mentddllomds dll. Az elsd dllomds
a 0-adik km-nél van, a mdsodik az elsé km-nél, ...; dltaldban az i-edik, és az (i + 1)-edik mentddllomds kdzétt i km
a tdvolsdg (és az dllomdsok balrdl jobbra szdmozottak).

a) Hdiny mentddllomds van az 4t mentén?

b) Ha baleset torténik valamely pontjin az utszakasznak (feltehetjik, hogy a baleset bekovetkezte barmely utszakaszon
a szakasz hosszdval egyenesen ardnyos), akkor mindkét szomszédos mentddllomdst értesitik, és mindkét helyrdl indul
egy mentdkocsi. Egy perc készenlétbe dlldsi iddé utdn konstansnak tekinthetd 60 km/h-s sebességgel szdaguldanak a kocsik
a céljuk felé. Mekkora eséllyel ér ki a baleset helyszinére legfeljebb 4 perc alatt legaldbb egy mentdkocsi?

¢) Az utszakasz valamely pontjdn mentési gyakorlatot tervez a katasztréfavédelem. Hol legyen a mentési gyakorlat,
hogy a lehetd legkisebb legyen a mentdk benzinkéltsége? (Minden dllomdsrol egy mentdkocsi vesz részt, melyeknek azonos
a fogyasztisuk.) (16 pont)

Megoldas. a) Legyen a mentSallomésok szama: n, de indexeljiikk ket furcsan” a 0-dik mentSallomés legyen O-
nal, az elsé 1 km-nél, a masodik: 1 + 2 km-nél, ..., ekkor az utolso (a furcsa indexelés miatt az) (n — 1)-edik lesz
az 1+2+3+...+ (n—1) km-nél. Innen

(n—1)n
1+2+...+(n—1):T:210 — ny =21, ny = —20,
vagyis 21 mentdallomas van.

b) Hasznéljunk geometriai valdszintséget. El6szor is kiszamoljuk, hogy a ,,jo helyek hosszisaga” mekkora. A szoveg

alapjan azokrol az allomasokrol ér ki a mentS a baleset helyére 4 perc alatt, ahol a tavolsag legfeljebb

3 km



Egészen addig, ameddig két allomas kozott legfeljebb 6 km a tavolsag, a koztiik 1évs helyekre kiér legalabb egy
mentG. Ezen helyek (az ut ,eleje”) ,Osszhossza” 14+24+3+4 45+ 6 = 21 (km), és az els6 6 darab mentSallomasok
kozotti intervallumot jelentik. Mivel 21 ment&élloméshoz 20 ilyen ,belsd intervallum” tartozik, ezért meg kell vizsgalni
a maradék 14 ilyen részt. Minden ilyen ,nem teljesen j6” intervallumon pontosan 6 km-nyi olyan szakasz van, ahova
legalabb egy ment6 kiér id6ben, 3 — 3 km-nyi mindkét dlloméas ,mellett”. Vagyis Osszességében 21 414 -6 = 105 km-nyi
szakaszra érnek ki id6ben a ment6k, ez pedig a teljes utszakasz 2—(1)(5) = % része, azaz a baleset helyszinére — eséllyel ér
ki legalabb egy ment&kocsi.

¢) A kérdéses pont altalaban:

— paratlan mennyiségi pont (mentSallomas/szdmsokasag) esetén a nagysag szerint kozépsé medidn-pont;

— mig paros mennyiségl pont (mentdallomas/szamsokasag) esetén a nagysag szerinti két kozépssé pont kozotti
béarmelyik pont, a medidn-szakasz.

Ez a tétel példaul (kiilon paros, kiilon paratlan esetre) a pontok szama szerinti teljes indukcioval konnyen igazolhato
(ett6l most eltekintiink).

Ez alapjan a gyakorlatot a kozépsé mentSallomasnal, vagyis: 1 +2+...4+ 94 10 = 55 km-nél érdemes megtartani.

8. a) Igazoljuk, hogy azon pontok halmaza a sikon, melyekre teljesil az (x + y)2 —2(x+2)(y+1) =42, egy k kor.
Mi a k kér kdzéppontja, és sugara?

b) Az e egyenes egyenlete x + 2y = 10. Adjuk meg a P(1013;2016) ponton dtmend, az e egyenesre merdleges
f egyenes egyenletét.

c¢) Vilasszunk véletlenszerien egy pontot a k kir belsejében. Mekkora a valdszinisége, hogy a kivdlasztott pont
kdzelebb van az e egyeneshez, mint az [ egyeneshez?

(A k kér, e, f egyenesek a fenti pontok sordn definidlt ponthalmazok.) (16 pont)

Megoldas. a) Atalakitva az egyenletet:

(@+y)’ —2@+2)(y+1) =4
z? 4+ 2xy + 3% — 2zy — 20 — 4y — 4 = 16,
2 — 20+ 1+ y? — 4y + 4 = 25,
(z —1)° + (y —2)° =52
Innen a k kor kozéppontja O(1;2), mig sugara r = 5
b) Az e: x+2y = 10 egyenes egy normalvektora: n.(1;2). Ez egyuttal f iranyvektora is. Innen f egy normalvektora
nys(2;—1), és innen f egyenlete f: 2z —y =2-1013 —1-2016 = 10.

c¢) Itt is geometriai valosziniséget alkalmazunk. A kérdéses valoszintséget teriiletek aranyéaval szamoljuk. ElGszor
nézziik meg, hol metszi az e egyenes az f-et. Megoldva az

x + 2y = 10,
2z —y =10

egyenletrendszert: * = 6; y = 2. Vagyis az egyenesek metszéspontja: M (6;2). Ez éppen a k korre esik, hiszen (6 — 1)2 +
(2-2)*=25+0=52
Mely pontok lesznek kozelebb e-hez, mint f-hez? Hasznéljuk az dbrdt.

Az e-hez kozelebbi pontokat az f-hez kozelebbi pontoktol éppen a két egyenes szogfelezdi valasztjak el egyméstol.
e és f merGlegesek egymasra, valamint a szogfelezGik is merdlegesek egymasra.



Talaljunk egy M-t6l kiilonbo6z6 pontot az egyik szogfelezén. Mivel e, és f iranyvektorai: ve(—2;1), és vy(—1;—2)
egyenls hosszuak, és merGlegesek egymasra, ezért az m(6;2), m+ve, m+vy, m+v.+vy vektorok altal meghatarozott
M(6;2), A(4;3), B(5;0), C(3;1) pontok egy négyzet csucsai. Az A, B pontok éppen az e, illetve az f egyenesekre
esnek, C' pedig a szoglelez6re, vagyis az egyik szogfelezs iranyvektora: ve + vy = (=3; —1).

Innen az egyik szogfelezs egyenlete: y = E, (mig a masik szogfelez6 egyenlete (hasonléan): y + 3z = 20). Ennek

a szogfelezének a metszéspontjat kiszamolva a korrel:

Jy==2a

(z—-1)°+(y-2)° = 52}
By —1)"+(y—2)° =25,
9y? — 6y + 1 +y* — 4y + 4 = 25,
10y% — 10y — 20 = 0,
10(y —2)(y + 1) = 0.
Innen adodik, hogy az M-t6l kiilonboz6 masik metszéspont P(—3; —1). Mivel a szogfelez6k merdlegesek egymasra, és
metszéspontjuk a koron van, ezért PM Q) haromszognek éppen a Thalész-kore a k kor, igy PQ a kor atmér6je. Innen
Q kordinatai: Q(5;5)
A kedvezd, e egyeneshez kozelebbi teriilet a PM @ haromszognek, és a k kor egyik félkorének a teriiletosszege. M Q)
és PM szakaszok hossza:

MQ=+124+32=10, é PM =+/92+32=3V10.

Innen a kedvezd teriilet:

V10 - 3v/10 N 52

2 27
vagyis a valészintiség:
154+ 12,57
— 7 ~0,691.
527 ’

9. Az M2016-0s bolygon nyolcféle irbéli dllat él. A még el nem nevezett dllatokat a biologusok a latin abc A, B,
C, D, E, F, G, H betiivel kédoltik. Némelyik dllat megeszi a mdsikat, hogy melyik melyiket azt a kévetkezd tdbldzat
adja meg.

Allat A | B C D E F G | H
Zsakmanya’ | B,C ADF|FGHE|HG|ABH|BH]| -

a) A bolygora érkezd foldi expedicic elfog mind a 8 dllathdl egy-egy példinyt, és az dllatokat a Foldre szeretnék
szdllitani. Legaldbb hdny ketrecbe zdrjik az dllatokat, ha mindet épségben akarjik hazavinni? (Egy ketrecben akdrhdny
dllat elfér.)

b) Véletlenszerien kivilasztva két dllatot a 8 kozil mennyi a valdszindsége, hogy egyik sem bintja a mdsikat?

¢) A nyolc dllat felhelyezhetd-e gy egy kor alaki cirkuszi porond kerilete mentén, hogy a kérvonalon szomszédos
d@llatok ne bantsdk egymdst? (16 pont)

Megoldas. Hasznaljunk grafokat. A bal oldali dbra az allatok ,ellenség-grafja”, mig a jobb oldali (szaggatott éleket
hasznalva) az el6z6 graf komplementere, az allatok ,baratsag-grafja”.
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a) Jol lathato, hogy az ellenség-grafon talalhato 4-elemt klikk (teljes 4-elemi részgraf) amit a D, E, G, H pontok
alkotnak. Ezeket az allatokat muszaj négy kiilonboz6 ketrecbe tenni. Viszont négy ketrec elég is. Példaul a kovetkezd
elosztés jo:

els6 ketrec: D, A, masodik ketrec: E, B, C,
harmadik ketrec: G, F, negyedik ketrec: H.



(Ezzel grifnyelven azt mutattuk meg, hogy a grdaf csics-kromatikus szama 4.)
b) Nyilvan két allat akkor ,baratsdgos”, ha a barat-grafon ossze vannak kotve. Mivel a 8-cstcsu teljes graf éleinek

a szama — = 28, mig a barat-graf éleinek a szdma (pl csucsfokszamok Oszegének a felét szamolva) 5 = 13, ezért

13
a kérdéses valosziniiség: %
c¢) Ez a kérdés grafnyelven a baratsag-grafban egy Hamilton-korre kérdez ra. Talalhato ilyen a baratsag-grafban

(érdemes a két 2-fokszamu F', D csicsokkal indulni, azoknak adott a két szomszédja), példaul az allatok egy megfelels
sorrendje a porondon: AD BHCG F E (A).



