
7. Egy geometriai nagyágyú

Az eddigi temérdek analízis és algebra után következzen most egy geometriai okoskodás, amelynek ötlete a [10℄ ikk-

b®l származik és egy � a versenyfeladatokon edz®döttek számára vélhet®en jól ismert � nevezetes geometriai egyenl®t-

lenségre támaszkodik. (Az alábbiakban kissé pongyolán sokszög oldalának mér®száma helyett egyszer¶en az oldalról

fogunk beszélni.)

7.1. tétel (Ptolemaiosz-egyenl®tlenség) A síkon bármely konvex négyszögben a szemközti oldalak szorzatának össze-

ge legalább akkora, mint az átlók szorzata. Egyenl®ség sakis húrnégyszögben teljesül.

Bizonyítás. Tekintsük a 9. ábrán látható ABCD konvex négyszöget, amelynek oldalai AB = a, BC = b, CD = c,
DA = d, az átlói pedig AC = e, BD = f . Ekkor azt kell igazolnunk, hogy

ac+ bd ≥ ef.

Emeljünk a BC oldalra a CDA háromszöggel hasonló CBE háromszöget úgy, hogy ACD∢ = ECB∢ és CDA∢ =
CBE∢ (más szóval alkalmazzunk C középpontú forgatva nyújtást az ACD háromszögre úgy, hogy CD képe CB

legyen). A hasonlóság aránya CB/CD = b/c, ezért CE =
b

c
e és BE =

b

c
d. Vegyük észre, hogy ekkor a CAE

és CDB háromszögek szintén hasonlók, mert BCD∢ = ECA∢ és CE/CB = CA/CD = e/c. Következésképpen

AE/DB = e/c, vagyis AE =
e

c
f . Mivel az ABE háromszögben az AB és BE oldalak összege legalább akkora, mint

AE, így

a+
b

c
d ≥

e

c
f,

amib®l c-vel való beszorzás után éppen a bizonyítandó egyenl®tlenség adódik. Egyenl®ség pontosan akkor áll fenn, ha

az ABE háromszög elfajuló, azaz ABC∢ + CBE∢ = 180◦. Ez azt jelenti, hogy az ABCD négyszögben a B és D
súsoknál lév® bels® szögek összege 180◦, tehát ABCD húrnégyszög. �

9. ábra

7.2. történeti megjegyzés.Klaudiosz Ptolemaiosz a Kr. e. II. századi Alexandriában élt matematikus, sillagász,

földrajztudós, a geoentrikus � a Földet a világegyetem középpontjának tekint® � világkép megalkotója. Az Almageszt

ím¶ m¶ve az ókori sillagászat legfontosabb tudományos forrása, amely a benne található trigonometriai számítások

szempontjából is kiemelked® jelent®ség¶. Ebben igazolta Ptolemaiosz többek között azt, hogy húrnégyszögben az átlók

szorzata a szemközti oldalak szorzatainak összege.

7.3. megjegyzés. E kisit talán hosszabb lélegzetvétel¶re nyúló megjegyzésben a Ptolemaiosz-egyenl®tlenség

bizonyítása kapsán hívjuk fel a �gyelmet néhány észrevételre, általánosításra. Els® olvasáskor nyugodtan a hómez®s

feladat megoldásához lehet ugrani.

Az el®bbi bizonyítás apró �nomításával nem nehéz igazolni (lásd [5, 12.14. feladat℄), hogy tetsz®leges A, B, C, D
síkbeli pontnégyesre igaz

AB · CD +BC ·DA ≥ AC · BD,

ahol egyenl®ség pontosan akkor teljesül, ha a négy pont egy körön (vagy egyenesen) helyezkedik el és azon az AC
pontpár elválasztja a BD pontpárt. S®t, megmutatható, hogy bármely nem egy síkban fekv® pontnégyes esetén szigorú

egyenl®tlenség áll fenn (err®l lásd a [12℄ könyv 5.8. szakaszát).

A Ptolemaiosz-egyenl®tlenségnek a fentit®l különböz®, a Simson-egyenes bizonyos tulajdonságára épül® bizonyítása

olvasható a [2℄ könyvben. Számos feladat között böngészhetünk a [6℄ írásban, ahol az egyenl®tlenség egy általánosítása

− a Casey-tétel, amelyben a súsok szerepét érint® körök, az oldalakét pedig érint®k veszik át − ugyansak terítékre

kerül.

Végül nem tudunk ellenállni a kísértésnek, hogy röviden szót ejtsünk a Ptolemaiosz-egyenl®tlenség komplex számok

segítségével történ® igen elegáns igazolásáról. Tekintsük az A, B, C,D pontoknak megfelel® a, b, c, d komplex számokat

a komplex számsíkon (lásd 10. ábra), azaz például a = a1 + a2i, ahol a1 a valós, a2 pedig a képzetes rész.
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10. ábra

A komplex számok közötti szorzás a valós számok szorzásához hasonlóan viselkedik i2 = −1 �gyelembevételével:

a · b = (a1 + a2i)(b1 + b2i) = a1b1 − a2b2 + (a1b2 + a2b1)i.

Induljunk ki most a könnyen ellen®rizhet®

(7.1) (a− c) · (b− d) = (a− d) · (b− c) + (d− c) · (b− a)

azonosságból. Vegyük észre (ismét lásd a 10. ábrát), hogy a− c és b− d az

−→
AC,

−−→
DB átlóvektorok, továbbá a − d és

b − c, illetve d − c és b − a rendre a

−−→
DA és

−−→
CB, illetve

−−→
CD és

−−→
AB szemközti oldalvektorok. Ekkor (7.1) mindkét

oldalán abszolút értékét véve, majd alkalmazva a háromszög-egyenl®tlenséget:

|a− c| · |b− d| ≤ |a− d| · |b− c|+ |d− c| · |b− a|,

ami éppen a Ptolemaiosz-egyenl®tlenség. Az egyenl®ség esetét egyáltalán nem nyilvánvaló kiolvasni a bizonyításból,

ebben az úgynevezett kett®sviszony segíthet, b®vebben lásd például [11, 31. feladat℄, [12, 12.5. szakasz℄, ahol a komplex

számok egyéb geometriai alkalmazásáról is olvashatunk.

A hómez®s feladat megoldása. Ennyi el®készület után térjünk vissza a hómez®s feladat megoldására, most

a Ptolemaiosz-egyenl®tlenség segítségével. Tekintsük a 11. ábrát, ahol legyen D∗

a BC szakasz azon pontja, amelyre

BAD∗

∢ = 30◦ (a korábbiak fényében tudjuk, hogy ez fogja adni a minimumot). Rajzoljuk meg az A, D∗

és C pontokon

átmen® kört, amelynek középpontja legyen O, sugara pedig r, és a D∗

pontban a BC szakaszra állított mer®leges

egyenes messe a kört az M pontban.

11. ábra

A Thalész-tétel miatt ekkor MC átmér® a körben, tehát MC = 2r. Másrészt a kerületi és középponti szögek tétele

miatt

MOA∢ = 2MD∗A∢ = 2BAD∗

∢ = 60◦

(BAD∗

∢ és MD∗A∢ fordított állásúak), vagyis az MOA egyenl® szárú háromszög szabályos, így AM = r. Ha D
a BC szakasz tetsz®leges pontja, akkor az AMCD konvex négyszögben a Ptolemaiosz-egyenl®tlenség szerint

AD ·MC +AM ·DC ≥ AC ·MD,

azaz

2r ·AD + r ·DC ≥ AC ·MD.

Minthogy MD∗

átfogó az MDD∗

(esetleg elfajuló) derékszög¶ háromszögben, ezért MD ≥ MD∗

, így

AD +
DC

2
≥

AC ·MD∗

2r
,
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ahol a jobb oldal a D pont választásától független állandó. Egyenl®ség pontosan akkor van, ha ADMC húrnégyszög,

vagyis D = D∗

. Ezzel sokadjára beláttuk, hogy az (1.2) kifejezés minimumhelyét a D∗

pont adja, tehát a gyalogosnak

itt kell kimennie az országútra.

Akiknek elnyerte tetszését a húrnégyszögek világa, azok a [3℄ könyvben indulhatnak a meghódításukra, ezenkívül

pedig ajánljuk a szakaszban már korábban említett [2, 6, 11, 12℄ olvasnivalókat.

8. Besegít a mehanika

Zárásként a hómez®s feladatot mehanikai köntösbe bújtatjuk, amelynek ötlete Pólya György � világhír¶ mate-

matikus, a matematikai gondolkodás és problémamegoldás tudományának kiemelked® tanár- és tudósegyénisége �

[9℄ könyvének 9. fejezetében is szerepel, ahol számos egyéb széls®érték-feladat �zikai szemlélet¶ megoldása olvasható

élvezetes stílusban.

Képzeljük el, hogy a 12. ábrán látható módon a vízszintes helyzet¶ BC (tökéletesen merev) rúdra felf¶zve sza-

badon (súrlódásmentesen) súszhat a D gy¶r¶. A gy¶r¶höz egy DAP = ℓ1 és egy DCQ = ℓ2 (elegend®) hosszúságú

(nyújthatatlan) kötelet kötünk, amelyeket rendre az A és B pontokban rögzített sigákon átvetünk, majd ezután a P ,
illetve Q végükre egy p, illetve q súlyú testet helyezünk, ahol a súlyok arányát kés®bb választjuk meg. (A szokásos

módon a gy¶r¶t, a sigákat és a súlyokat is pontszer¶nek tekintjük, a kötél súlyát és a súrlódást pedig elhanyagoljuk.)

12. ábra

Magára hagyva a rendszert egy id® után beáll az egyensúlyi helyzetébe, amelyben a helyzeti energiája minimális.

A BC rudat véve a viszonyítási szintnek a p súlyú test (−BP ) magasságban található, ezért a helyzeti energiája

(−BP ·p); ehhez hasonlóan a q súlyú test helyzeti energiája (−CQ·q). A rendszer helyzeti energiája tehát a BP ·p+CQ·q
kifejezés ellentettje, amely akkor lesz a lehet® legkisebb, ha BP · p+ CQ · q maximális. Minthogy BP = BA+AP és

AP = ℓ1 −AD, CQ = ℓ2 −DC, ezért

BP · p+ CQ · q = BA · p+ (ℓ1 −AD) · p+ (ℓ2 −DC) · q =

= (ℓ1p+ ℓ2q +BA · p)− (AD · p+DC · q).

Itt az ℓ1p+ ℓ2q +BA · p mennyiség állandó, így egyensúlyi helyzetben az

AD · p+DC · q

kifejezés minimális. Ha most a súlyok arányát úgy választjuk meg, hogy q = p/2, akkor a

p ·

(

AD +
DC

2

)

kifejezés minimumhelye adja egyensúly esetén a D pont helyzetét. De ez (1.1) alapján éppen megegyezik a hómez®s

feladatbeli út megtételéhez szükséges id®vel, ha p = 1/v. Így tehát a mehanikai problémabeli egyensúlyi helyzet

megfelel a hómez®s feladat id®ben legrövidebb útjának. Szerensére a mehanikai rendszer egyensúlyi helyzetét nemsak

energiákkal, hanem a gy¶r¶re ható er®k ered®jének segítségével szintén jellemezhetjük, ezáltal a minimumhely egy

másik leírását nyerjük.

Tudjuk, hogy egyensúlyi helyzetben a gy¶r¶re ható er®k kiegyenlítik egymást. Mivel a súlyok húzását a kötelek

és a sigák változatlanul közvetítik, ezért a gy¶r¶re egy p és egy p/2 nagyságú er® hat a két kötél irányában, lásd

a 13. ábrát. A gy¶r¶ nyugalomban van, így ezen két er® vízszintes összetev®i semlegesítik egymást (függ®legesen

pedig a rúd merevségéb®l származó er® ellensúlyozza a p nagyságú er® hatását). Ha ADB∢ = δ, akkor az A siga

irányában ható er® vízszintes kompenense p cos δ nagyságú. A B siga irányában a vízszintes p/2 nagyságú er® hat,

így szükségképpen

p

2
= p cos δ,

vagyis cos δ = 1/2, tehát δ = 60◦. Ez azt jelenti, hogy egyensúlyi helyzetben ADB∢ = 60◦, és az el®bb meggondoltak

tükrében a hómez®s feladatban szintén ez a D pont szolgáltatja az id®ben legrövidebb utat.
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13. ábra

A �zika matematikai alkalmazásaira további meglep® példákat láthatunk a [8℄ könyvben, ahol a hómez®s feladat

optikai és mehanikai megközelítésér®l is b®vebben olvashatunk. Ajánljuk továbbá az [1℄ ikket, amely elektromos

ellenállások hálózatait hívja segítségül különböz® egyenl®tlenségek, köztük a számtani és harmonikus közép közötti

egyenl®tlenség igazolásához.

9. Irány Kukutyin és Piripós

A ikk elején beharangozott megoldások sora véget ért, de a lehetséges okoskodások tárháza alighanem kimeríthe-

tetlen. Érdemes tovább keresgélni és a közöttük lév® kapsolatokat feltérképezni, valamint megvizsgálni, mi a helyzet

abban az esetben, ha a gyalogos sebessége c-szer (c > 0) akkora az országúton, mint a hómez®n (az országúton akár

lassabban is mehet). Egy általánosítási lehet®ség az érdekl®d® és elszánt Olvasók számára a következ®.

Feladat. Kukutyin és Piripós egy egyenes autópálya két különböz® oldalán helyezkedik el (lásd 14. ábra). Az au-

tópálya egy M pontjából leágazásokat építenek a két városhoz. Az építési költség Kukutyin felé c-szer akkora, mint

Piripós felé (ahol c > 0). Hol legyen az M pont, hogy az útépítés összköltsége minimális legyen?

14. ábra

A c = 1 eset megoldása nyilvánvaló, mert ekkor a PK szakasz hosszban a legrövidebb, tehát a költsége minimális. Ez

a feladat függvénytani álruhában a máriusi emelt szint¶ feladatsor 4. feladata volt (és például a 2009/2010-es tanévi

Arany Dániel Matematikai Tanulóversenyen a kezd®k I�II. kategória második fordulójában is szerepelt, a megoldásában

a (6.2) egyenl®tlenség ugyansak felbukkant, lásd a feladatsort és a megoldást a [13℄ weboldalon).

Próbáljunk meg a hómez®s feladatnak a KöMaL áprilisi számában és e ikkben közölt megoldásai közül minél

többet a fenti feladatra általánosítani. Ezek közül a di�ereniálszámítást használó okoskodás olvasható a [7℄ könyv

11.49. Példájában; a mehanikai érvelés a [9℄ könyv 9. fejezetében; a Ptolemaiosz-tételre épül® megoldás a [10℄ ikkben;

a Cauhy�Bunyakovszkij�Shwarz-egyenl®tlenséget alkalmazó pedig a [4℄ ikkben, ahol ezenfelül egy, a fény hullámter-

mészete által motivált, Huygenst®l ered® geometriai megoldás is található. Izgalmas kalandozást kívánunk az ötletek

rengetegében!

Köszönetnyilvánítás. A szerz® köszönettel tartozik Kovás Balázsnak és Gnädig Péternek a kézirathoz f¶zött

értékes megjegyzéseikért.
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