I. rész

1. Oldjuk meg az egyenleteket a valds szamok halmazdn:
a) Vo +12++x — 12 = 6;
b) 3'e7° 4 31+ler — 108, (12 pont)

Megoldas. a) Az egyenlet bal oldala x >12 esetén értelmezett. Mindkét oldal nemnegativ, ezért a négyzetre emelés
ekvivalens atalakitas lesz, és Osszevonds utan a kovetkezst adja:

2z + 2v/ 22 — 144 = 36.

2-vel osztva, x-et kivonva, majd négyzetre emelve az

2% — 144 = 2° — 36z + 324

egyenletet kapjuk (ez csak x < 18 esetén ekvivalens atalakitds). Ezt O-ra rendezve és megoldva x = 13 adodik
eredményiil, ami a kikotésnek megfelel, és az ekvivalens 1épések miatt biztosan helyes gyok.
b) A hatvanyozas és a logaritmus azonossagait alkalmazva:

32lse 4 gltlse — 108,

(3'8%)% +3. 3% — 108.
318 et 1j valtozonak tekintve méasodfoka egyenletet kapunk, amelybdl 3'8% = —12 vagy 3'8% = 9 adodik.
Az els6 eset nem lehetséges, a méasodikbol g x = 2, azaz x = 100, ami val6ban gyoke az egyenletnek.

2. Az{1;2;3;4;...;400} szdmhalmaz elemei kozil kivdlasztunk egyet véletlenszerden. (Mindegyiket egyenld eséllyel.)
Mekkora a kévetkezd események valoszinisége:

a) A hizott szam oszthaté 3-mal, de nem oszthato 4-gyel;

b) A huzott szam oszthatd 3-mal, 4-gyel vagy 5-tel;

¢) A huzott szam szdmjegyeinek dsszege 57 (14 pont)

Megoldas. a) 3-mal oszthaté 133 db szam, ezek koziil 4-gyel is oszthato 33 db szam (a 12 tobbszordsei), vagyis

a kedvezg esetek szama 100, a valoszintiség % =0,25.

b) 3-mal 133 db, 4-gyel 100 db, 5-tel 80 db, 12-vel 33 db, 15-tel 26 db, 20-szal 20 db, 60-nal 6 db szam oszthato.
A kedvezs esetek szama: 133 + 100 + 80 — 33 — 26 — 20 + 6 = 240, a valoszintiség % =0,6.

¢) A megfelels haromjegyt szamok: 140, 104, 230, 203, 320, 302, 221, 212, 122, 113, 131, 311; kétjegytiek: 14, 41,
23, 32, 50, egyjegyl: 5. A kedvezs esetek szama 18, a valoszintiség % = 0,045.

3. a) Egy szabdlyos négyoldali guldt az alaplappal pirhuzamos, a magassdg harmadoldpontjain dtfektetett két sikkal
hdrom részre osztunk. A kizépsd, csonkagila alaki rész térfogata 28 m>. Szdmitsuk ki o teljes gila térfogatdt.
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b) Az elébbi gila egy kiztéri alkotdsnak szdint kisebb épiilet, alapéle 6 m. Felszinét a kiézépsd részen iiveg boritja.
Mekkora az tivegezett felilet? (14 pont)



Megoldas. a) A harom gula hasonlo, hasonlosdguk aranya 1 : 2 : 3, ebbdl térfogatuk aranya 1 : 8 : 27, a kézéps6

1
csonkagula térfogata 3 97 =37 része a gila térfogatanak, és ez 28 cm®. Ebbdl a gila térfogata 108 cm?.

b) A gula alaplapjanak teriilete 36 m?. A gula térfogatképletébdl a magassagra 9 méter adodik.
Az dbrdn szaggatott vonallal rajzolt derékszogi haromszogre a Pitagorasz-tételt felirva az oldallap magassagara

A
Vasy,

A péarhuzamos szel6k tétele alapjan a csonkagulat hatarold trapéz magassaga ennek harmadrésze, azaz v 10 méter.
A trapéz két alapja 2 m és 4 m, teriilete az el6bbi adatokbol 3v/10 m?. Az {ivegezett feliilet ennek 4-szerese, azaz

12v/10 m? ~ 37,95 m?.

4. Egy hat elemd adathalmaz dtlaga 10. Az elsé négy adat: 6, 11, 14, 8.
a) Mennyi a hidnyzo két adat dtlaga?
b) Adjuk meg a hidnyzd két adatot, ha az adathalmaz szordsa VT. (12 pont)

Megoldas. a) A hat adat Osszege 60, tehat a két hianyzo adat Gsszege 21, atlaguk 10,5.
b) Legyen a két adat = és y. Tudjuk, hogy « + y = 21. A szorés:

(6 —10)% + (11 — 10)* + (14 — 10)* + (8 — 10)* + (z — 10)* + (y — 10)*
/ 6 -

y helyébe (21 — z)-et irva:

164+1+16+4+ (z —10)> + (11 — z)°
_ \/?
6
Négyzetre emelve és rendezve az 22 — 21z 4+ 108 = 0 egyenletre jutunk, melynek gyokei 12 és 9. Tehat © = 12, y = 9,
vagy forditva. A két hidnyzé adat tehéat 9 és 12.

II. rész

5. Egy tdrsasjdték kelléke 80 darab kdrtyalap, amelyeken kék vagy piros szinnel egy-eqgy frdsjel ldthaté. A jelek 30%-a
kérddjel, 45%-a felkidltdjel, a tobbi pont. A piros irisjeleknek 3/8 része, a kékeknek 1/6 része pont.

a) Hdny kék, illetve piros lap van a pakliban?

Ha a jaték sordn tiz alkalommal hizok a paklibol (a hizott lapokat mindig visszatesszik, és ijrakeverjik a kdrtydkat),
mekkora a valdszindsége, hogy

b) egy kérddjelet sem hizok;

¢) 3-ndl tobb kérddjelet hizok?

d) Mennyi a hizott kérddjelek szamdnak vdrhatd értéke? (16 pont)

Megoldas. a) 24 kérdGjel, 36 felkialtojel, és igy 20 pont van a jelek kozott. Ha a pirosak szamat n-nel, a kékekét
(80 — n)-nel jeloljik, a pontok szama ) X
8n+ 6(80 n) = 20.
Ezt megoldva azt kapjuk, hogy 32 piros és 48 kék lap van a pakliban.
b) Egy huzas alkalméaval 0,3 valosziniséggel huzok kérdgjelet, 0,7 valoszintséggel mast. Annak valoszintisége, hogy
a tiz hizasbol egy sem kérdsjel 0,710 ~ 0,028.
¢) Jelolje p(n) annak valoszintségét, hogy a kérdéjelek szama n. Ekkor p(0) = 0,028; p(1) = 10-0,3-0,7° ~ 0,121;

10 10
p(2) = (2) -0,3%-0,7° = 0,233; p(3) = (3) -0,3%-0,77 ~ 0,267.

Ezeket az értékeket Osszeadva annak valoszintsége, hogy legfeljebb 3 kérdGjelet huizunk 0,649. Annak valdszintisége,
hogy ennél tobb kérdgjelet htizunk 1 — 0,649 = 0,351.
d) Binomidlis eloszlasrol van sz6, melynek paramétere 0,3, a kisérletek szama 10. A varhato érték n-p = 10-0,3 = 3.



6. a) (an) és (bn) pozitiv tagi mértani sorozatok, hinyadosuk 1,5, illetve 2. Allapitsuk meg az aldbbi sorozatokrol,
hogy mértani sorozatok, illetve szamtani sorozatok-e, és ha igen, adjuk meg a hdnyadost (q), illetve a differencidt (d).

mértani | szdmtani | mindketts | egyik sem q d

az a, és b, oldalu
téglalap teriilete
az a, oldali kocka atloja

lg b,
10"
bn+5
by
b) A fent emlitett (an) sorozat elsd tagja 0,2. Szamitsuk ki az
1 1 1 1
— + + + F..

a Ap+1 An+2 an+3
végtelen sor dsszegének pontos értékét.
¢) Egy nyolctagi szdmtani sorozat pdratlan indexd tagjainak dsszege 8,8, pdros indexd tagjainak dsszege 10,4. Adjuk
meg a nyolc tagot. (16 pont)
Megoldas. a)

mértani | szdmtani | mindketts | egyik sem q d
az a, és b, oldalu X 3
téglalap tertilete
az a, oldalu kocka atloja X 1,5
lg b, X lg2
107 X
bn+5

—_— X 1
by, 0

2
b) A sor els6 tagja 5, hanyadosa 1,5-nek reciproka, azaz 3 Az Osszeg:

5
1—

= 15.

win

¢) a1+a1+2d+a;+4d+ a; +6d =88, ebb6l  4a; 4+ 12d = 8,8.
a1 +d+a;+3d+a; +5d+ a1 +7d =104, ebbdl  4a; 4+ 16d = 10,4.
Az egyenletrendszer megoldasa d = 0,4, a; = 1. A tagok: 1; 1,4; 1,8; 2,2; 2,6; 3; 3,4; 3,8.

7. a) ABCD hirtrapéz, hosszabbik alapja az AB oldal. A trapéz kiré irt kirhoz érintét hizunk a B és a C csicsban,
a metszéspontot E-vel jelolve CEB< = 110°. Milyen szogben metszik eqgymdst a trapéz dtloi?

b) ABCD hirtrapéz, hosszabbik alapja az AB oldal, A(—8;10), B(12;0). Tudjuk tovdbbd, hogy a D csiics az y ten-
gely pozitiv félegyenesére illeszkedik, és az datlok merdlegesek eqy-eqy szdarra. Hatdrozzuk meg a C és a D csics koordi-
ndtdit. (16 pont)

Megoldas. a) Legyen M az atlok metszéspontja. ECB< és EBC< a kér BC' hurjahoz tartozo érintészara ke-
riileti szO0gek, tehat egyenlék, és a nagysaguk 35°. C AB< ugyanahhoz a hirhoz tartozo keriileti szog, ezért egyenld
az el6bbiekkel, vagyis 35°. A szimmetria miatt a DBA< is 35°. Az AM B haromszogben a harmadik sz6g 110°, tehat
az atlok altal kozbezart szog 180° — 110° = 70°.




b) Mivel a D csucsbol az AB alap derékszogben latszik, D rajta van az AB szakasz Thalész-korén. Ennek kozép-
pontja P(2;5), sugara Pitagorasz tételébsl v125. A kor egyenlete

(z—2)°+ (y—5)° =125.

A D pont 1. koordinataja 0, ezt x helyébe irva és az egyenletet y-ra megoldva y = 16 és y = —6 adodik. A szbveg
szerint csak y = 16 helyes, tehat D(0;16).
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A DC szakasz parhuzamos az AB szakasszal, ezért irdnyvektoruk megegyezik. E@O;—IO), ezt 10-zel osztva
egy egyszertibb iranyvektor v(2; —1). Ebbdl a DC' egyenes normélvektora n(1;2), ismert pontja D(0;16). Irjuk fel
az egyenletét: x + 2y = 32.

Oldjuk meg az egyenes és a kor egyenletébdl allo egyenletrendszert. x = 0, y = 16, illetve x = 12, y = 10 a két
megoldas, vagyis C'(12;10).

8. a) Egy siksdgon futd egyenes vasiti szakasz két dllomdsépiletének tdvolsiga 1,7 km. A vasitvonaltdl tavolabb
d@llé toronyhdz teteje az eqyik dllomdsrol 5,72°-0s, a mdsikrol 2,87°-0s emelkedési szogben ldtszik. A torony tovénél dllva
a két dllomds kozotti szakasz 162°-0s szdgben ldthatd. Készitsiink dbrdt. Adjuk meg a torony magassdgdt egész méterre
kerekitve.

b) Egy hdromszog két oldala 70 m és 110 m, a veliik szemkézti szégek killonbsége 30°. Mekkordk a hdaromszdg szigei?
(Az eredményeket egy tizedesjegy pontossdiggal adjuk meg.) (16 pont)

Megoldas. a) Az dbrin A és B az allomésokat jeloli. A torony magassaga legyen . A két derékszogt haromszoghen
a-t és b-t kifejezve
x x x x

L p—— 2 - T
= tes720 01 & 122,870 0,05

A torony tove és az alloméasok altal meghatérozott haromszogre irjuk fel a koszinusztételt:
1700% = a® + b* — 2ab - cos 162°.

a és b helyébe a fenti kifejezéseket behelyettesitve olyan egyenletet kapunk, amelynek a véltozdja az z. Ezt megoldva
az eredmény x = 57,29 m. A torony magassaga méterre kerekitve 57 m.

b) A 70 m-es oldallal szemkozti szog legyen «, a 110 m-es oldallal szemkozti szog o + 30°. (A nagyobb oldallal
szemben van a nagyobb sz0g.) A szinusztétel szerint

sin(ae +30°) 11

sin «



Szorozzunk be sin a-val, a baloldalon alkalmazzunk addiciés tételt, a tort, illetve gyok alakban adott értékeket irjuk at
tizedestortbe:

0,866 sina + 0,5 cosa = 1,5714 sin «,
0,5 cosa = 0,7054 sin cx.

Osszuk az egyenlet két oldalat cos a-val (ami nem 0, mert o = 90°-ra nem igaz az egyenlet):
0,70887 = tg a.

Ebbél o = 35,3°, oo + 30° = 65,3°, a harmadik sz6g 79,4°.
9. a) Adjuk meg az f harmadfoki fiigguényt, ha egyik zérushelye az 1, derivdltja az f'(x) = 32* —12x+11 fiigguény.
b) Jeldlje p a g(x) = sin% fiigguény legkisebb pozitiv zérushelyét. Szdamitsuk ki a [0;p] intervallumon a g figgvény
grafikonja és az x tengely kozé esd zart teriletet.

¢) A h(z) = —x? + 16 fiiggvény grafikonja és az x tengely dltal hatdrolt sikidomot megforgatjuk az y tengely koriil.
Mekkora az igy kapott forgdstestbe irhatd mazimdlis térfogati henger térfogata? (16 pont)

Megoldas. a) f(z) az f'(z) primitivfiiggvénye, tehat f(z) = 2® — 62% 4+ 112 + ¢. Tudjuk, hogy f(1) = 0, tehat
0=1—-6+11+c, amibsl c = —6. A fiiggvény hozzarendelési szabalya f(z) = 2® — 62% + 112 — 6.
b) sin% = 0 akkor és csak akkor, ha % = km, vagyis © = 3kw (k egész). A legkisebb pozitiv zérushely tehat a 3.

A [0; 3n] intervallumon a fiiggvény értékei pozitivak, ezért az x-tengellyel bezart teriilet

3 3
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c¢) A forgastestuek és a beirt hengernek a koordinatasikra esé keresztmetszetét mutatja az dbra.

(r;16 — 1"2)

44 0 4\ z

A henger alapkorének sugara r, magassaga 16 — r>. Ebbdl a terfogata
V= r2(16 — T2)7T.
Ez akkor maximalis, ha
fir)y = T2(16 — T2) =16r2 —r*

maximaélis, ahol 0 < r < 4.
A fliggvény derivaltja
f/(r) =32r —4r® = 4r(8 — ).

A vizsgélt tartomanyban a derivalt értéke 0, ha r = V8, pozitiv, ha r < V8 és negativ, ha r > V8.
A ]0; 4[ intervallumon tehat az f(r) fiiggvenynek a v/8-ban maximuma van.
A henger maximaélis térfogata igy V = 8- (16 — 8) = 64.



