I. rész

1. 2015-ben az Energetikai Szakkozépiskola és Kollégium (ESZI) végzds, 12. osztdlyos szdzhuszondt didkja kozil
néhdnyan emelt szinti érettségit tettek matematikabol, dtlaguk pontosan 3,8 volt. A tébbi didk kozépszinten érettségizett,
az 0 €rettségi dtlaguk pedig pontosan 3,55 wvolt. A didkok kozil mindenki sikeres vizsgdt tett, az dsszesitett iskolai
matematika érettségi dtlag pontosan 3,56 lett.

a) Hdanyan érettségiztek emelt szinten?

b) Az emelt szinten érettségizdk osztdlyzatainak medidnja: 4, mennyi lehet az osztdlyzatok mdédusza?

c) Ot 13. éuvfolyamos ESZI-s didk irt szintemeld érettségi dolgozatot matematikabol, az & dtlaguk is 3,80 wvolt, és itt
sem bukott meg senki. Tudjuk, hogy az osztalyzataik modusza és medidnja is 5. Mennyi a valdszinisége annak, hogy
a dolgozatok kizil kettdt véletlenszerien kivdlasztva kézilik mindkettd jeles? (12 pont)

Megoldas. a) = didk érettségizett emelt szinten és 125 — x kozép szinten. Felirjuk az alabbi egyenletet:
3,8z + 3,55 - (125 — z) = 3,56 - 125.

Ennek a megoldasa x = 5. Igy 5 didk érettségizett emelt szinten.
b) Mivel a kdzéps6 osztalyzat 4, és a szamjegyek Osszege 3,8 - 5 = 19, a lehetséges szamotosok a kovetkezdk:

1. 2,3,4,5,5; 2. 2,4,4,4,5;
3. 3,3,4,4,5; 4. 3,4,4,4,4.

Ebbdl a lehetséges moduszok: az elsé esetben 5, a masodik és az utolsd esetben 4, a harmadik esetben pedig 3 és 4.

5 3
c¢) Az egyetlen lehetséges szamotos: 2, 2, 5, 5, 5, igy az Osszes eset: (2) = 10, a kedvez6 esetek szama: (2> = 3.
3
A valbszintségre 0 adodik.

2. Egy szamtani és eqy mértani sorozat elsd tagja egyardnt 2. A sorozatok mdsodik tagjai szintén egyenldk, valamint
a mértani sorozat hdnyadosa egqyenld a szamtani sorozat differencidjdval.

a) A mértani sorozat 10. tagja a szdmtani sorozat hdanyadik tagjdval egyenld?

b) Mutassuk meg, hogy a mértani sorozat barmely tagja eleme a szdmtani sorozatnak.

¢) Mutassuk meg, hogy a mértani sorozat egyik tagja sem dllithatd eld a szdmtani sorozat néhdny egymds utdni
tagjanak dsszegeként. (13 pont)

Megoldas. a) A sorozatok megfelels tagjai: 2, 2+d és 2, 2d, amib6l 2+ d = 2d, megoldasa d = 2. Tehat a szdmtani
sorozat: 2,4,6,8,..., a mértani sorozat: 2,4,8,16,.... Igy a mértani sorozat 10. tagja 210 = 1024, ami a szamtani
sorozat 512. tagja.

b) A meértani sorozat a 2" sorozat, igy minden tagja paros szam. A szdmtani sorozat az a, = 2n sorozat, melynek
tagjai kozott az Osszes pozitiv paros szam szerepel, tehat valoban eleme a mértani sorozat 0sszes tagja.

¢) A mértani sorozat n. tagja: a,, = 2", a szamtani sorozat néhany egymaés utani tagjanak csszege: 2k + (2k +2) +
...+ (2k+2(m — 1)), ahol 2k az els6 Osszeadando tag és m a tagok szama. Igy az Ssszeg: S = (4k+2(m —1)) - % =
(2k +m — 1) - m. Ez utobbi egy paratlan és egy paros szam szorzata, hiszen m és m — 1 paritasa kiilonb6z6. Ez csak
a 2™ =1-2" felbontas esetén lehetséges, de ekkor m = 1, ami nem felel meg a feltételeknek.

3. Legyen az f: R — R fiigguény hozzdrendelési szabdlya
f(z) =4"40,5% — 3.

a) Adjuk meg az | fiigguény értékkészletét és zérushelyeinek pontos értékét.
b) Mutassuk meg, hogy a fiigguvény pdros és szigorian monoton nivekvd a pozitiv szimok halmazdn. (13 pont)

1
Megoldas. a) Az értékkészlethez elég a 4% 40,527 kifejezést vizsgalnunk. Ezt atalakitva (4w + 4—z>—t kapunk, ami

legalabb 2, hiszen egy pozitiv szam és a reciprokinak az 6sszege. A fiiggvény értékkészletét a —1-nél nem kisebb szamok
alkotjak, mert folytonos fiiggvények Osszege is folytonos, illetve a négyes alapi exponencialis fiiggvény folytonos és

szigortian monoton névekvd, és 4% + = > 4%, A zérushely megéllapitasahoz a 4% +0,5%% —3 = 0, vagyis a 4%+ = -3=0

egyenletet kell megoldanunk. Beszorozva és rendezve az egyenletet: (4””)2 —3-4% +1 = 0. A masodfoku egyenletet

3++5 3 5 3—+V5H
megoldva a megoldasok: 4° = 2\/—, amibdl a két gyok pontos értéke: x; = log, +T\/—, illetve z9 = log, 2\/—.
1 1
b) Mivel 4° + — = — 4+ 477, ezért a fiiggvény paros. A szigori monoton ndvekedés vizsgélatahoz képezziik
a kovetkez6 kiilonbséget:
1 1
Fla+k) = fla) =47 4 o g L

4w+k - 4z ’



ahol z > 0, k > 0.

Atalakitva: ) 1
4k . 4 —4 — — = (4F —1)4* — (4F -1
TR TR LR T AR

1
4k g

Szorzattéd alakitunk:

.1
(4k_1)(4 —4k'4m)>o,

mert mindkét tényezd pozitiv. Ezzel bebizonyitottuk, hogy f(z + k) — f(x) > 0, ami a szigort monoton névekedést
jelenti.

4. a) Mekkora lehet a p valds paraméter értéke, ha tudjuk, hogy a cosx — sinz = p egyenletnek van megolddisa?
b) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valds szimok halmazdn:

2 4 si
ZeoswtAsma .smx =2tgx + 1. (13 pont)
cosx +sinx

2
Megoldas. a) Szorozzuk az egyenletet %—Vel, ekkor a

V2

2
7cosx—7sinx:p-

oS

2
egyenletet kapjuk, ahol a bal oldal cos (:1: + g), a jobb oldal pg, aminek az értéke —1 és 1 kozé kell, hogy essen.
Ebb6l —v/2 < p < V2 adédik.
3
b) Kikotések: cosz #£ 0, x # g + km (k € Z); cosz +sinx # 0, amib6l tgx # —1, z # ZF +lr (I € Z).

Gyokvesztés nélkiil egyszertsithetjiik a bal oldalt cos x-szel, ekkor

2+4tgx

=2t 1.
1+tgx gr+

Szorzas és rendezés utan kapjuk a
2tg?r —tgr —1=0

1
maéasodfoki egyenletet, aminek megoldasai tgx = 1, illetve tgz = —3 amibgl x = £+m7r (m € Z), illetve x =

1
—0,46 + nw (n € Z) kévetkezik (ahol a —0,46 az arctan—§ két tizedesjegyre kerekitett értéke).

II. rész

5. Anna és Baldzs szeretnek sakkozni, ezért 100 jdtszmds pdros mérkdzéseket szoktak jdtszani. Egqy jdtszmdnak
hdromféle kimenetele lehet: A = {Anna nyer}, B = {Baldzs nyer}, C = {a jditszma dintetlenil végzddik}. Tegyik fel,
3

1\2
hogy az A és a B események valdszinisége a pdros mérkdzések sorin: P(A) = gp, P(B) = (p-i— 3) , ahol p valos

parameéter.

Anna és Baldzs azt tervezik, hogy a kovetkezé hétvégén 100 jdtszmds pdros mérkdzést jatszanak. Eqy jdatszmdban
a gydzelemért egy pont, a déntetlenért fél pont jdr, a vereségért a jatékos nem kap pontot.

a) Mekkora lehet a p paraméter értéke?

b) A p paraméter értékétdl fiiggden legaldbd, illetve legfeljebb mekkora lehet a tervezett pdros mérkézés sordn a két
jdtékos megszerezhetd pontjainak vdrhato értéke kézotti kilonbség? (16 pont)

Megoldas. a) Az 6sszes n jegy( szamok szama: 9 - 10"~ 1. Azoké, melyekben nincs kettes: 8 - 9" 1.
A felirhato egyenlGtlenség ez alapjan:
8. 9n—1

— <
9.10" 1!

1
3
atrendezve kapjuk: 0,9" ! < g Mindkét oldal tizes alapd logaritmusat véve és megoldva az egyenlGtlenséget kapjuk,
hogy

lg %
10,9

n> +1=10,309....



Tehat a 11, vagy annél tobbjegyt szamokat vizsgaltuk meg.

3 1\?
b) A valoszintiség értelmezésébdl 0 < p és =P + <p + 5) < 1 egyszerre kell, hogy teljesiiljon. A masodik egyen-

24
16tlenséget rendezve: p* + p — % < 0 adodik.

8 3 3
Ennek a megoldasai a —% <p< 5 intervallum elemei. Figyelembe véve a 0 < p feltételt, 0 < p < 5 a feladat

megoldésa.
¢) A dontetlenek nem befolyasoljak a megszerzett pontok kozotti kiilonbséget, igy a gydzelmekbdl szamithato
varhaté értékek kozotti kiilonbséget kell vizsgalnunk, azaz a kdvetkezé értéket:

1\? 3 1 1 1\?> 3
1 —) —100-=p=1 o p+—|=1 — — .
00 <p—|—5) 00 =p =100 <p 5p+25) 00[( 10) +1001

1 3
Ennek a minimum értéke 3, amit p = E—nél vesz fel. Maximumat pedig p = g—nél veszi fel, ahol az értéke 28.
Igy a megszerzett pontok kozotti legnagyobb kiilonbség 28 pont, a legkisebb pedig 3 pont.

6. a) Az ABC szabdlyos hdromszdg oldalhossza 2 cn. Az AC és a BC oldal felezépontjaira illeszkedd egyenes
a hdaromszog koré irt korét a D, illetve az E pontokban metszi. Legyen a D a BC oldal F, felezdpontjihoz kézelebbi
metszéspont. Hatdrozzuk meg az F, D tdvolsdgot.

b) Egy szabdlyos hdromszog magassiga 10 cm hosszi. Az egyik oldallal pérhuzamos egyenes a hdromsziget két olyan
részre vdagja, melyeknek a keriilete egyenld.

i) Mekkora az egyenes tdvolsdiga a vele parhuzamos oldaltol?

1) A hdromszoget a magassdga mentén megforgatjuk. Mekkora a keletkezett két test térfogata? (16 pont)

Megoldas. a) I. megoldas. A kérdéses tavolsagot jelolje = (1. dbra).
C

1. dbra

F,F, = 1, mert kozépvonal az ABC haromszogben. A szelGszakaszok tétele miatt
EF,-F,D=CF,-F,B,

azaz (1 + x)z = 1, amibdl rendezve az 2 + = — 1 = 0 masodfokd egyenletet kapjuk.

—14++5 -1 5
Az egyenlet megoldasa: © = 7\/—, amibdl csak a nemnegativ +\/— érték megoldasa a feladatnak.
II. megoldas. Hasznaljuk a 2. dbra jeloléseit!

C




2. dbra

2v/3
Az ABC héromszog magassaga v/3. K harmadolja a magassagot, ezért CK = T\/_ (Ez egyben a koré irt kor

r sugara is.)

V3

1
Az F,F,C haromszog hasonlo az ABC haromszoghoz, a hasonlosagi arany 3 ezért CL = Bl és

LK:CK—CL:2—\3/§—§:§.

Az LK D héaromszog derékszog, ezért

12 3 5
LD*=7r? - LK?= ">~ -~ =1
" 9 36 4

o5

és LD =

S

2 2 2
b) Hasznaljuk a 3. dbra jeloléseit! A keriiletek egyenlGségét felirva:

- 1 5—-1
Igyx=LD—-LF, = — V5 .

3xr=z+a+2(a—2x).

AN
mi
T x
m
By z Ch
a/ &x
B a C
3. dbra

3
Rendezve és z-et kifejezve kapjuk, hogy x = 1% Figyelembe véve az ABC és az AB1Cy haromszogek hasonlosagat,

m z 3
a hasonlosag aranya: i g —, amibdl
m a 4

3 3

m1:Zm=1-10:7,5cm.
Az egyenes tavolsaga a parhuzamos oldaltol 10 cm — 7,5 cm = 2,5 cm.
3 1 2
A nagy kiap sugarat azm = -0 Osszefiiggésbdl szamolva (mindent két tizedesjegyre kerekitve): r = g = §7§m =
10

ﬁ = 5,77 cm. A két kap hasonlosagat felhasznalva, a kis kip és a nagy kup térfogatanak az aranya: 0,75%. A nagy
2

kap térfogata: V = %w -m = 348,64 cm®. A kis kup térfogata: Vi = 348,64 - 0,75% = 147,08 cm?®, a maradék rész

a csonkakup térfogata:

Vis = 348,64 — 147,08 = 201,56 cm?®.

7. A haditengerészet tengeralattjiréinak védelme elsérendid fontossdgu feladat, mert a viz alatt szdmtalan veszély
leselkedik ezekre a mélytengeri hajokra. A védettségiiket a mozgékonysagukkal lehet leginkdabb fokozni, ezért kifejlesz-
tettek egy olyan tjfajta meghajtdst, amely a tengeralattjir sebességét a lebegésbol (allo helyzetbol) a v(t) = —t* + 8t

sebességfiigguény szerint valtoztatja a 0 < t < 4 mdsodpercekben. Itt a pillanatnyi sebességet a képlet szerint —-ban
S

kapjuk. Ezutdn a sebesség mdsodpercenként 0,5 B nal egyenletesen csokken.

Egy tengeralattjarot jol védettnek neveznek, ha lebegésbdl 15 mdsodperc alatt a hosszdndl nagyobb mértékben képes
elmozdulni. Tudjuk, hogy az elmozduldsfiggvény s(t) derivdltja a v(t) sebességfiggvény.

a) Jol védett kategoridba tartozik-e a 170 m hosszi tengeralattjdré?



b) Tekintsik az f(z) = —(x — 3)> + 9 fiigguény girbéjét a [0;6] intervallumon. Legyen a gorbe egy pontja P(a;y).
Tudjuk, hogy a P pontra illeszkedd y = max egyenletd egyenes felezi az f(x) fiigguény gorbéje, az x = a egyenletd egyenes
és az x tengely dltal meghatdrozott zdart sikidom teriletét. Adjuk meg m értékét és az egyenes egyenletét. (16 pont)

Megoldas. Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben a v(t) fiiggvényt, és a lassulasi fazist leiro elséfoku fiiggveényt.
v(t)

16,01

10,51

1,04

1 4 151

a) A tengeralattjard 15 mésodperc alatt megtett utja két részbdl tevdik Ossze, ezek Osszegét képezzik. Az els6
rész a v(t) fliggvény gorbéje alatti teriilettel adhaté meg. A masodik, a lassulasi fazis egy trapéz teriiletével adhato
meg. A trapéz magassaga 11, alapjai v(4) = 16 és a 15. masodpercben a tengeralattjaré pillanatnyi sebessége, ami
16 —11-0,5 = 10,5.

4 3 4
16 + 10,5 —t 3 128 3 5
— 28t At ——— 1l = | — + 42 145- = —— + 145> = 188——
/0( +8t)dt + — {3+L+43+4 12
a tengqralattjéré jol védett.
b) Abrazoljuk koordinata-rendszerben az f fliggvényt.
)
9,,
\ P(a;y)
61 3
S/
7 :
S/
3| 1
1f |
o 3 a4 6 =

Az f fiiggvényt atalakitva f(z) = —(z — 3)* +9 = —2° + 62. Az y koordinatat kifejezve a® 4 6a adodik. A teriiletre
vonatkozo feltétel miatt:

/ (=% + 62) dv = a(—a® + 6a).
0

Az egyenlet, amit meg kell oldanunk:

3 ¢
[—— + 31:2} = a(—a® + 6a).
3 0

A két oldal szorzat alakja:
@ (3 +3) = a’(~a+0)

2 9
ennek a = 0 nem a feladat szovegének megfelels megoldéasa. Az egyenletet rendezve: 30 = 3, ennek a megoldasa a = 3

(O e 0T
2 2 4’
9

7 3
amibdl a meredekség;: 13— tehéat az egyenes egyenlete: y = 7%

igy az y értéke:



8. a) A 4n* + 1 kifejezés milyen n természetes szdm esetén lesz pozitiv primszdim?
b) Oldjuk meg a természetes szamok halmazdn az aldbbi egyenletet:

2020 4 106° = 15a* 4 224. (16 pont)

Megoldas. a) Alakitsuk a kifejezést szorzatta:
dn'+1=dn* +4n* +1—4n® = (20 + 1)2 — (2n)?,

alkalmazva a megfelel§ azonosségot a (2n°+2n+1) (2n” —2n+1) alakot kapjuk. Mivel ez prim, és n > 0, ezért mindkét
tényez6 pozitiv kell legyen. Tehat az egyik tényez6 1, a masik pedig prim, és az elsé tényezs nagyobb a mésodiknal.
Tehat csak a 2n? — 2n + 1 = 1 teljesiilhet. Igy 2n? — 2n = 0, melynek megoldasai a 0 és az 1. n = 0 esetén a masik
tényez6 is 1, n = 1 esetén a masik tényez6 5, ami j6 megoldés. Osszefoglalva egyediil n = 1 a megoldés, amire a kifejezés
értéke: 5
b) Alkalmazzunk megfelels helyettesitéseket. Legyen = = a? és y = b®, ekkor
2zy + 10y = 15z 4 224,
2y(z 4+ 5) = 15z + 224,
2y(x +5) — 15z = 224,
2y(x +5) — 15(z + 5) + 75 = 224,
(x 4+ 5)(2y — 15) = 149.

Mivel z + 5 > 0, ezért 2y — 15 > 0 is fennéll. 149 prim, ezért a lehetséges felbontasok

r+5=1, lamint x + 5 =149,
2y — 15 = 149, VY Yoy 15=1.
Az els6 lehetGséghdl x = —4 és y = 82 adddna, ami lehetetlen, a masodik egyenletrendszer megoldasai x = 144 és

y = 8.
A megoldasok tehat a = 12 és b = 2.

9. Adott a koordindta-rendszerben az x> + y? — 4x — 4y + 4 = 0 egyenletd kor.

a) A zdrt korlap a koordindta-rendszer hany darab rdcspontjdt fogja lefedni?

b) Hizzunk a kirhoz érintéket az elsé siknegyedben. Ezen érintdk kozil melyik az, amely a koordindta-tengelyekkel
a legkisebb teriletd hdaromszoget hatdrozza meg? Irjuk fel az érintd egyenes egyenletét. (16 pont)

Megoldas. a) A kor egyenlete teljes négyzetté alakitva: (x — 2)2 + (y — 2)2 = 4. Ez tehat egy olyan kor, amely
a tengelyeket érinti. Készitsiink dbrdt.

A kor keriiletén 4 db racspont van. Belsejében pedig a 3 — 3 racsegyenes metszéspontjai a megfelelok. Igy 4+3-3 = 13
ilyen pont adodik.
b) Feladatunk elemi geometriai megfogalmazasban tehat az, hogy adott beirhato kor sugar esetén, melyik derékszogi
haromszog lesz minimAlis teriiletd. Megmutatjuk, hogy ez éppen az egyenl@szara derékszogli haromszog.
1 1
Ismeretes, hogy a haromszog teriilete ¢ = 57‘((1 + b+ ¢). Felhasznalva Pitagorasz tételét, t = 57‘((1 +b+Va2+b?).

Hasznéaljuk most fel a szamtani és mértani, valamint a négyzetes és mértani kozép kozti Osszefliggéseket:

b 24 p2
a; > Vab, “; > Vab.



Igy a+b>2Vab, Va2 + b2 > v/2Vab adodik, amit behelyettesitve a teriilet
1
t> orvab(2+v2).

A minimalis teriilet @ = b esetén valosul meg, vagyis akkor, amikor a haromszog egyenld szara. Mivel a haromszog
b 1
derékszogtl, t = %. Négyzetre emelés és egyszerisitések utan adodik, hogy t = 57“2 (2 +2 )2. A mi esetiinkben a kor

sugara 2 egység, tehat a minimalis teriilet i, = 2(2 + \/5)2 Mivel a haromszog egyenls szart, az oldal hosszara
a=2(2+V2) adédik. Igy a keresett egyenes egyenlete y = mz + b alakot hasznalva y = —z + 4 + 2v/2.



