Masodik na

4. Pozitiv egészek egy halmazat illatosnak nevezziik, ha legaldbb 2 eleme van, és minden eleméhez taldlhato legaldbb
egy olyan mdsik eleme, hogy a két elemnek van kozds primosztdja. Legyen P(n) = n? 4+ n+ 1. Mi a legkisebb olyan
pozitiv egész b érték, amihez taldlhato egy nemnegativ a egész szdm gy, hogy a

{P(a+1),P(a+2),...,Pla+b)}

halmaz illatos?

Baran Zsuzsanna megoldasa. Be fogjuk latni, hogy a legkisebb ilyen b pozitiv egész a b = 6.

A feladat az, hogy minél kevesebb szomszédos pozitiv egész szamot kell talalnunk tgy, hogy azok koziil mindegyik
P-jének legyen kozos primosztoja valamelyik masik elem P-jével. Ehhez megvizsgaljuk, hogy kozeli szamok P-jeinek
milyen k6zos primosztoja lehet, azaz hogy adott kicsi pozitiv egész x-ekre milyen p primre lehet p | P(n) ésp | P(n+x)
(n pozitiv egész). Az x = 1, 2, 3 és 4-et fogjuk megvizsgalni.

ElGszor is, mivel n? +n = n(n + 1) paros, ezért P(n) mindig paratlan, igy p nem lehet 2.

z = l-re:

(M +n+1n+12+n+1)+1) =P’ +n+1;2n+2) =
= (n2+n+1;n—|—1) = (n2;n—|—1) =1.
Azaz P(n)-nek és P(n + 1)-nek nem lehet kézos primosztoja.
T = 2-re:
0=n’+n+1=m+2)°+n+2)+1=n>+5n+7 (mod p),

0=4n+ 6 (mod p),
2n = —3 (mod p),

0=4n® +4n+4=(-3)>+2(=3)+4 =7 (mod p).

Igy csak akkor lehetséges p | P(n) és p | P(n+2), hap =7 és 2n = —3 = 4 (mod 7), igy n = 2 (mod 7). Ilyenkor
tényleg fennall az oszthatosag: 22 +2+1=4>+4+1=0 (mod 7).
T = 3-ra:

0=n’+n+1=0m+3)°+(n+3)+1=n%+7n+ 13 (mod p),
0=6n+ 12 (mod p),

3n = —6 (mod p),

0=9n249n+9=(—6)"+3-(—6)+9 =27 (mod p).

Igy csak a p = 3 johet szoba.

Ekkor 124+1+1=0 (mod 3), de 0°+04+1=2%+2+1# 0 (mod 3), igy az n = 1 (mod 3) j6, de mas nem. Tehat
P(n) és P(n+ 3) kozos primosztodja csak a 3 lehet, mégpedig ha n =1 (mod 3).

x = 4-re:

0=n’+n+1=0n+4)°+(n+4)+1=n%+9n+21 (mod p),
0 = 8n + 20 (mod p),

2n = —5 (mod p),

0=4n*+4n+4=(-5)7+2-(=5) +4 =19 (mod p).

Igy csak ap = 19, 2n = —5 = 14 (mod 19), azaz n = 7 (mod 19) johet szoba. Ez megfelels is: 72 +74+1=9+9+1 =
0 (mod 19). Tehat P(n) és P(n + 4) kozos primosztdja csak a 19 lehet, mégpedig ha n = 7 (mod 19).

Most az eddigiek alapjan probaljunk létrehozni egy megfelel$ 6 elemii halmazt. Szeretnénk egy olyan a-t talalni,
hogy P(a + 1)-nek és P(a + 5)-nek, P(a + 2)-nek és P(a 4 4)-nek, illetve P(a + 3)-nak és P(a + 6)-nak legyen kozos
primosztdja.

Legyen b =6 és a = 1 (mod 3), a = 6 (mod 19) és a = 0 (mod 7) (ennek a kinai maradéktétel szerint van pozitiv
egész megoldasa).

Ekkor a +1 =7 (mod 19), igy 19 | P(a+1),P(a+1+4), mig a+ 2 =2 (mod 7), igy 7| P(a +2), P(a + 2 + 2),
végiila+3=a+6=1 (mod 3), igy 3| P(a+ 3), P(a+6).

Igy a fenti a mellett a {P(a+ 1), P(a+2),...,P(a+ 6)} halmaz mindegyik eleméhez talalhato egy masik elem,
amivel van kozos primosztoja, azaz a halmaz illatos.

LAz els6 nap feladatainak megoldasat az oktoberi szamban kdzoltiik.



Tegyiik fel, hogy van kisebb megfelel6 b is, azaz 1étezik b < 5 pozitiv egész, amihez 1étezik a pozitiv egész, hogy
{P(a+1),...,P(a+b)} illatos.

Nem lehet b = 2 vagy b = 3, mert P(a + 2) relativ prim P(a + 1)-hez és P(a + 3)-hoz is.

Nem lehet b = 4, mert akkor P(a 4 2) relativ prim P(a + 1)-hez és P(a + 3)-hoz, igy P(a + 4)-gyel kell kozos
primosztoja legyen, ami csak a 7 lehet (P(n) és P(n + 2) koz0s primosztoja csak a 7 lehet). Hasonléan P(a + 3)-nak
P(a+1)-gyel kell kozos primosztoja legyen, de ez is csak a 7 lehet. Ez viszont azt jelentené, hogy P(a+1) és P(a+ 2)
egyarant oszthatéak 7-tel, ami ellentmondas.

Nem lehet b = 5 sem, mert akkor P(a + 3) relativ prim a szomszédjaihoz, igy P(a + 1)-gyel vagy P(a + 5)-tel kell
kozds primosztoja legyen, ez a primoszto pedig csak a 7 lehet. Ha 7 | P(a + 3), akkor 7t P(a + 2), P(a + 4). Ekozben
P(a+2) relativ prim a szomszédjaihoz és mivel nem oszthato 7-tel, ezért relativ prim P(a +4)-hez is. Ekkor P(a + 5)-
tel kell kozos primosztéja legyen, ami viszont csak a 3 lehet (P(n) és P(n + 3) kozos primosztoja csak a 3 lehet).
Hasonléan P(a+4)-nek P(a+1)-gyel kell koz6s primosztoja legyen, ami viszont szintén csak a 7 lehet. Ekkor azonban
7| Pla+1)és 7| Pla+2), ami ellentmondas.

Tehat mégsem lehet b < 5, a legkisebb megfelel§ b szdm a b = 6.

5. Felirjuk o tdbldra az
(x—=1)(z—2) - (x—2016) = (x — 1)(z — 2) - - - (x — 2016)

egyenletet, ahol mindkét oldalon 2016 linedris faktor szerepel. Mi az a legkisebb pozitiv k érték, amelyre teljesil az,
hogy elhagyhatunk e kozil a 4032 linedris faktor kozil pontosan k darabot igy, hogy mindkét oldalon maradjon legaldbb
eqy linedris faktor, és az adddé egyenletnek ne legyen valds gyoke?

Nagy Kartal megoldasa. Els6 1épésként belatjuk, hogy k£ > 2015. Ha kevesebb, mint 2016 linearis faktort
torolnénk ki, akkor lesz egy linearis faktor ami mindként oldalon fog szerepelni. Legyen ez az (x — 4) linearis faktor.
Ekkor i gyoke lesz az egyenletnek, hiszen ekkor mindkét oldal O lenne.

Most pedig megmutatjuk, hogy k& = 2016-ra van megoldés. Legyen ez az egyenlet:

(x—=1)(z—4)(x—=5)(z—=8)(z—9) - (x —2013)(z — 2016) =
=(x—2)(z—-3)(x—6)(x—"T) - (z—2011)(x — 2014)(z — 2015).

Most nézziik a két oldalt mint két fiiggvényt. Legyen a bal oldal g(z), a jobb oldal f(z). Azt fogjuk belatni, hogy
minden z-re f(x) > g(x). Ezt esetenként vizsgaljuk.

1. Ha z < 1, akkor mindkét oldal pozitiv lesz, igy elég azt nézni, hogy f(z) abszolut értéke nagy lesz g(x)-nek.
Bontsuk részekre a fiiggvényeket és hasonlitsuk azok alapjan Gssze:

|(z— (4m+1))(z — (4m +4))| < |(z — (4m +2)) (z — (4m + 3))]| .

Ezt atirhatjuk erre az alakra: Y(3+Y) < (1 +Y)(2 +Y). A kibontas utan latszik, hogy a jobb oldal valéban
nagyobb, vagyis g(z) tagjai parosithatok f(x) tagjaival ugy, hogy mindig az f(x)-es tag legyen a nagyobb. Vagyis ezen
az intervallumon f(z) > g(z).
2. Ha x > 2016, akkor hasonl6 modon végigvihets, hogy f(z) > g(x).
3. Ha 1 <z <2016.
a) Ha x egész és 4m vagy 4m + 1 alaka, akkor g(z) = 0, f(x) > 0.
b) Ha x egész és 4m + 2 vagy 4m + 3 alaku, akkor g(x) < 0, f(z) =
¢) Ha 2m > x > 2m — 1, akkor g(z) negativ, f(x) pozitiv.
d) Ha 4m < x < 4m + 1, akkor mindkét fiiggvény pozitiv. Vagyis az kell, hogy |f(z)| > |g(x)|. Itt is bontsuk
részekre a fliggvényeket:

fi(x) = (z —2)(x — 3), fo(x) = (z —6)(x —7), R
gi1(z) = (z — 1)(z —4), 92(x) = (z —5)(z - 8),

Itt is konnyen belathato, hogy f;(x) > g;(x). Vagyis itt is igaz, hogy f(z) > g(z).
e) Ha 4m + 2 < = < 4m + 3, akkor mindkét fiiggvény negativ, ezért azt kell belatni, hogy |f(x)} < }g(x)}
A részekre bontés itt igy fog kinézni:

file)=(z=2), fa(z)=(@-3)(x—-6), ...,
f1008( ) (.I - 2011)(I - 2014) f1009($) = (I - 2015),
gi(@) =(x—-1), g@)=(@-4@-5), ..,
g1008(z) = (x — 2012)(z — 2013), g1009(x) = (xz — 2016).
Itt kdnnyen belathato, hogy f;(x) < gi(z). Vagyis igaz, hogy |g(z)| > |f(z)|, azaz f(z) > g(z).

Ezzel belattuk, hogy a jobb oldal mindig nagyobb, mint a bal oldal, azaz nem lesz gyoke az egyenletnek.
A megoldas: k = 2016.



6. Adott a sikon n > 2 szakasz gy, hogy barmely két szakasz keresztezi eqymdst, és semelyik hdrom szakasznak
sincsen kozos pontja. Jeromosnak ki kell vdlasztania mindegyik szakasznak az egyik végpontjat, és oda egy-egy békdt
elhelyezni gy, hogy a béka a szakasz mdsik végpontja felé nézzen. Ezutdn Jeromos (n — 1)-szer fog tapsolni. Mindegyik
tapsoldsra minden béka azonnal a szakaszon taldlhato kovetkezd metszéspontra ugrik. A békdk az ugrdsiranyukat soha
nem vdltoztatjak meg. Jeromos gy szeretné elhelyezni a békdkat, hogy soha ne legyen két béka azonos iddben azonos
metszésponton.

(a) Bizonyitsuk be, hogy Jeromos ezt mindig meg tudja tenni, ha n pdratlan.

(b) Bizonyitsuk be, hogy Jeromos ezt soha nem tudja megtenni, ha n pdros.

Gaspar Attila megoldasa. Rajzoljunk egy olyan nagy kort, ami az Osszes szakaszt tartalmazza a belsejében.
Hosszabbitsuk meg az Gsszes szakaszt ugy, hogy a végpontjaik a korre keriiljenek. Két szakasz legfeljebb egy pontban
metszheti egymaést, ezért nem jon létre Gj metszéspont, tehat a hosszabbitas semmit nem befolyasol. Nevezziik a sza-
kaszvégpontokat belépési és kilépési pontoknak attol fliiggben, hogy indul-e belsle béka, vagy nem. Nyilvanval6, hogy
n db belépési és n db kilépési pont van.

Tegyiik fel, hogy a koron van két szomszédos belépési pont. Az 1. dbrdn lathato, a két szakasz metszéspontig tartd
részei és a koztiik 1évs, méas pontot nem tartalmazoé koriv altal hatarolt alakzat legyen X . Lathato, hogy mindegyik
szakasz (az X-et hatarolo szakaszokat kivéve) 0 vagy 2 pontban metszi az X hatarvonalat, mert az X konvex. A korivet
egyik sem metszi, ezért mindegyik a két szakaszt fogja metszeni. A két X-et hatarold szakaszon igy ugyanannyi
metszéspont lesz, ez legyen y. Mivel y < n — 2, ezért y + 1 ugrds utan a két béka Osszelitkozik. Ez ellentmondés, tehéat
nem lehet két szomszédos belépési pont. Ha a békak n — 1 helyett n-szer ugranak, akkor a kilépési pontokba érkeznek.
Ilyenkor nem torténhet {itk6zés, ezért ez nem modositja a feladatot. Nyilvanvalo, hogy ha a békak nem iitkoztek, akkor
a kilépési pontokbol indulva sem iitkbznének, ekkor a lépéssorozat visszafelé jatszodna le. Ebbdl kovetkezik, hogy nem
lehet két szomszédos kilépési pont. Igy a koron lévs pontok felvaltva kilépési és belépési pontok.

a) Valasszunk ki egy végpontot, és legyen belépési pont. A t6bbi végpont felvaltva legyen kilépési és belépési pont.
Egy tetsz6leges szakaszt az Osszes tObbi metsz, ezért a két oldalan ugyanannyi végpont van. Osszesen 2n végpont van,
ezért egy oldalon n — 1 db van. Ez paros, ezért a szakasz végpontjai kiilonb6z6 tipustak (2. dbra).
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2. dbra

Tegyiik fel, hogy van két béka, ami Osszeiitkdzik. Legyen a 3. dbrdn lathatd, a két szakasz metszéspontig tartod
részei és a két belépési pontot 6sszekotd, a két szakasz kilépési pontjat nem tartalmazoé koriv altal hatarolt alakzat X.
Az X konvex, ezért minden szakasz 0 vagy 2 pontban metszi az X hatarvonalat. A két béka iitkozik, ezért a két
szakasz hatarvonalan ugyanannyi metszéspont van. A koriven paratlan szamu végpont van, mert két belépési pont
kozott vannak. Igy Gsszesen paratlan szamu pontban metszik a szakaszok az X hatarvonalat. Ez ellentmondas, tehat
a békak nem iitkoznek.



b) Tegyiik fel, hogy lehetséges. Egy szakasz egyik oldalan n — 1 végpont van. Ez paratlan, ezért a szakasz két
végpontja ugyanolyan tipusd. Ez ellentmondéas (4. dbra).
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4. dbra



