Az el6z6 részben megoldottunk néhany probléméat mohd algoritmusok segitségével. A kittizott feladatok mindegyiké-
nél sikeriilt egy optimalis megoldast talalni ugy, hogy a megoldast végzs algoritmus nem vizsgalt meg minden lehetséges
esetet, hanem minden 1épésnél egy, az addigi ismeretek alapjan optimalis lehetGséget valasztott. Ezzel ugyanakkor egy-
szerisitette a problémat, vagyis a tovabbiakban egy kisebb halmazbol kellett valasztani, és az eredetivel ekvivalens
feladatot megoldani.

Az el6z6 részben a megoldasok sordn nem igazoltuk, hogy a moho stratégiaval talalt eredmény valoéban egy optimalis
megoldéas. Bar ez sok esetben szinte magatol értetddik, mégis érdemes ezeket a konnyebb példakat is végiggondolni.

Nézziik elGszor a cimletezés problémajat. A ma hasznalatos forint érmék vagy papirpénzek esetén sikeriilt moho
modszerrel megoldast adnunk. Az eljaras barmely pénzosszeg esetén a lehets legnagyobb olyan cimletbdl valaszt, amely
még nem nagyobb az 6sszegnél. Ez a moh6 moédszer azonban nem miikddik pl. az 1, 5, 7, 10 cimleteknél, hiszen a 14-et
ot érmével fizeti ki, pedig kettével is lehet. Tehat nem minden cimletezési problémara ad optiméalis megoldéast a mohd
modszer.

Vizsgaljunk olyan cimleteket, ahol a pénzértékek kozelebb allnak a megszokotthoz, pl. nem fordul el§, hogy két
kisebb értékid cimlet Osszege meghalad egy nagyobb értékd cimletet. Oldjuk meg a cimletezés feladatat példaul azzal
a feltétellel, hogy barmely cimlet legalabb kétszerese a csokkend sorrendben uténa kdvetkezének.

Ekkor elég egyértelmtinek tiinik, hogy a moh6 moédszerrel kapott eredmény optimadlis. De hogyan tudnank ezt
bizonyitani? Mivel annyira nyilvanvalé a dolog, probaljuk meg az indirekt bizonyitast. Tegyiik fol, hogy van egy
optimalis megoldas, amely nem azonos a mohé moédszerrel kapott megoldéassal, s6t, kevesebb szamu pénzzel fizet ki egy
bizonyos pénzosszeget. Vizsgaljuk a két megoldast a cimletek szerint csokkend sorrendben, és keressiik az elsé cimletet,
ahol darabszamban eltérés van. Nézziik azt a pénzosszeget, ami a kdzosen, azonos szdmban valasztott nagyobb pénzek
folhasznalasa utan megmaradt. Ha a moh6 moédszer esetén van kevesebb szamu ebbdl a cimletbdl, az azt jelenti, hogy
a fennmarado, kifizetésre varé pénzosszeg kisebb, mint a cimlet. De ekkor a masik, optimélis megoldés nagyobb Gsszeget
fizetett ki, mint sziikséges, hiszen ebbdl a cimletbdl még legalabb egyet valasztott. Ez azt jelenti, hogy a masik megoldas
nem lehet optimalis megoldés, s6t, nem is helyes cimletezés. Ha a mohé moédszer esetén van tébb az elsé kiillonbozs
szamu cimletbdl, akkor az el6bb definidlt fennmarad6 Osszeg nem kisebb, mint a cimlet. Ha a moh6 megoldés egy
ilyen cimlettel kifizet egy Gsszeget, akkor a nem moho6 megoldasban a feltétel szerint ennek az 6sszegnek a kifizetéséhez
legalabb két pénzdarab sziikséges. Ha tehat ezekkel a pénzosszegekkel mindkét megoldas szerint fizetiink, akkor a mohé
megoldas egy darab, mig a mésik legalabb ketté darab pénzzel fizeti ki ugyanakkora Osszeget. Folytassuk a cimletek
Osszehasonlitasat a kisebb cimletek felé haladva, és tegyiik ugyanazt, mint az el6bb. Nyilvan ugyanazok az esetek
lehetségesek, mint az el6bb, vagyis nem fordulhat el6, hogy a mésodik, optimalisnak mondott megoldas kevesebb
pénzdarabot hasznél {6l azonos Osszegek kifizetésére. Ez azt jelenti, hogy a masik optimaélis megoldas vagy mégsem
optimalis, vagy megegyezik a moho6 algoritmussal kapott megoldassal.

A cimletezés problémakort még folytatjuk majd, mivel tovabbi izgalmas kérdéseket vet f6l, hogy hogyan oldhatd
meg mas feltételekkel, vagy akar barmilyen feltétel nélkiil a probléma.

Nézziik meg a mohé megoldast az elézé részben targyalt fényképezés feladatnal. Megallapitottuk, hogy a feladat
ekvivalens azzal, hogy N darab balrol zart, jobbrol nyilt [E;, T;) intervallumhoz (1 < ¢ < N), melyek végpontjai egészek,
meg kell keresniink a lehets legkisebb K szamu F; egész pontot (1 < j < K), amelyekre teljesiil, hogy mindegyik
intervallumban szerepel koziiliik legalabb egy. A moh6 moédszert itt tgy alkalmaztuk, hogy a T; értékek szerint nem
csOkkend sorrendbe allitottuk az intervallumokat, majd kivalasztottuk az els6t, és az intervallum végénél eggyel kisebb
egész lett F}. Ezutan elhagytuk azokat az intervallumokat, amelyek tartalmaztdk Fj-et, és a megmaradtak koziil
valasztottuk a kovetkezs legkisebb T; értékit, illetve F> az annal eggyel kisebb egész lett.

Nézziik, hogy most hogyan igazolhatd, hogy a moh6 megoldas optimalis. A mddszer abbol indult ki, hogy a sor-
rendben els§ intervallum végpontja el6tt kell lennie egy F} pontnak, és ez akkor van benne a lehetd legtobb tovabbi
intervallumban, ha 77 — 1-hez tessziik. Megint nyilvanvalénak latszik, hogy az F; érték a ,lehets legjobb” a tobbi lehet-
séges koziil. Préobaljunk meg ismét egy indirekt bizonyitast. Tegyiik f6l, hogy van egy optimaélis, a mohé algoritmussal
kapott K szamu pontnél kevesebb pontot tartalmazé megoldas. Rendezziik most is az intervallumokat a végpontjaik
szerint ndvekvéen, és tegyiik ezt a nem mohé megoldasban szerepls K’ szama F J' egésszel (a moho megoldas F; értékei
eleve novekvs sorrendben vannak). Nézziik az azonos indexd egészek egymashoz viszonyitott helyzetét. Fy-nél nem
lehet nagyobb FY, mivel ekkor a nem moh6 megoldasban a rendezett sorrendben elsd intervallum nem tartalmazna
egyik FJ( egészet sem, hiszen a legkisebbet sem tartalmazza. Igy biztosan teljesiil, hogy F| < F. Igy a moh6 megoldas
els6 pontja biztosan legaldbb annyi intervallumban szerepel, mint a nem mohé megoldas elsé pontja. Ebb&l kdvetkezik,
hogy a két pont altal tartalmazott intervallumok elhagyasa utan a moh6 megoldas legalabb azokat az intervallumokat
(vagy tobbet) lefed, amelyeket a masik megoldéas. Tehdt a nem moho6 megoldasban is biztosan szerepel a mohd meg-
oldas mésodik pontjit meghatérozo intervallum. Ekkor az el6bbi gondolatmenettel tudjuk igazolni, hogy Fy < Fy, és
indukcidval a tobbi értékre is. Ezzel azonban ellentmondast kapunk, hiszen igy a mohé megoldas és a masik, optimalis
megoldas azonos szamud pontot tartalmaz. Tehat helytelen az a foltevés, hogy a mohd megoldas nem optimalis.

A cimletezéshez képest talan jobban latszik, hogy az intervallumok elhelyezkedésétdl fiiggSen tobb optimalis meg-
oldas is van, és a moho algoritmus ezek koziil ad egyet.

Az elmult évek OKTV és Nemes Tihamér programozasi versenyfeladatai kézott sok olyan probléméat taldlunk,
amelyek moho modszer segitségével oldhatok meg. A |http://mester.inf.elte.hu| weboldalon a Mohé algoritmusok té-
makorben Osszegytjtve is megtalaljuk cket. Gyakorlasként oldjuk meg a kivetkezd feladatot (a feladat pontos szovege
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a |http:/ /nemes.inf.elte.hu| oldalon érhetd el.)

Informatika OKTV 2013/14. Masodik fordulé — Gépek

Egy vallalkoz6 a kdvetkez6 N napra megrendeléseket fogad. Minden munkat egy nap alatt tud elvégezni, amihez egy
gépet hasznal. M megrendelés érkezett, minden megrendelésben szerepel, hogy az igényelt munkat milyen hataridéig
kell elvégezni. A vallalkozénak ki kell szamitani, hogy legkevesebb hany gépre van sziikség, hogy minden igényelt
munkat hataridére el tudjon végezni.

Készitsiink programot, amely kiszamitja, hogy legkevesebb hany gép kell ahhoz, hogy minden megrendelt munkat
hatéaridére el tudjon végezni a vallalkozo! A program adja is meg, hogy ez egyes megrendelést melyik napon, melyik
gépen végezze el a vallalkozo!

A program bemenete a napok N és a munkadk M szdma, valamint a munkak 1 < h; < N hatarideje (1 <1i < M).
A program kimenete a sziikséges gépek G szama, és minden munkira egy (n;,g;) szampar, amely megadja, hogy
az i-edik munkat hanyadik napon és hanyas sorszamu gépen végezziik el.

Mivel moho stratégiat szeretnénk alkalmazni, ezért probaljuk ismét valamilyen szempont szerint sorrendbe &llitani
a lehetGségeket. A legegyszeriibb sorrend a munkik hatéarideje alapjan adodik, tehédt rendezziink a hataridék szerint
n6vekvs sorrendbe. A sorrendben legelsé munkihoz biztosan sziikséges egy gép. De melyik napon dolgozzon ez a gép?
Olyan napot kell valasztani, amely a legkevésbé néveli a sziikséges gépek szamat. Mivel a munkdk kozil az elsé
ér véget legelGszor, vagyis a tobbi munka hatéarideje az 6 hataridejénél nem kisebb, ezért az elsé munkat végezziik
az els6 napon. Igy marad a legtbb lehetSség arra, hogy ez a gép egy masik napon egy hataridés munkat befejezzen.
Jarjunk el hasonloan a kovetkezd hatarid6s munkaval: ha lehet, akkor ugyanennek a gépnek a kdvetkezs szabad napjara
tegyiik, hiszen minél kevesebb gépet szeretnénk, ugyanakkor minél t6bb mas hatarid6s munkara akarunk szabad napot
hagyni. Ez egészen addig folytathat6é, amig el nem ériink egy olyan h; hataridejd munkadhoz, amely hataridejekor
mér minden napon dolgozik az elsé gép. Ekkor mindenképp sziikséges egy 1) gépet beiizemelni. Mivel ezt a gépet is
a lehetd legjobban szeretnénk kihasznalni, ezért ezt a munkat a mésodik gép elsé munkanapjara idézitjiik. Folytatassuk
a kovetkez6 munkaval, de most mér két géppel. Ha az els6 folszabadul ennek a munkanak a hatéridejéig, akkor az els6
gép els6 kovetkez6 szabad napjan dolgozzon ezen a munkan, ha pedig csak a masodik gép szabad, akkor az végezze
a feladatot annak a kovetkez6 szabad napjan. Ha egyik gép sem szabad, akkor egy harmadik gépre lesz sziikség,
amelynél szintén az elsé munkanapon dolgozzon el&szor.

A fentiek alapjan megadhatd egy moho algoritmus, amely meghatarozza a sziikséges gépek szamaét, és el is készit
egy beosztast. Nyilvan més optimalis beosztas is lehetséges, de gy gondoljuk, hogy a mohé algoritmussal készitett
beosztassal a munkakat hataridére végzi el a vallalkozo, ugyanakkor a lehetd legkevesebb gépet hasznalja. Azt termé-
szetesen most is igazolni kellene, hogy megoldasunk egy optimalis megoldas. Erdemes volna most is indirekt bizonyitast
valasztani, és megmutatni, hogy kevesebb szamu géppel nem lehet megoldani a problémat. Akinek kedve van hozza,
végezze el a bizonyitast.

Vizsgaljuk meg elGszor azt a kérdést, hogy mennyi gépre van sziikség. Mikor kell az 0sszes gépet hasznalnunk?
Altalaban, meg tudnank-e mondani, hogy a t-edik id6pontban hany gépre van sziikség? Igen, ha Osszeszamoljuk
az 0sszes olyan munkat, amelyet a t idSpontig be kell befejezni, és elosztjuk a t-vel, a napok szdmaval, akkor megkapjuk,
hogy atlagosan hany gép kell. Ha az értéket folfelé kerekitjiik, akkor megkapjuk, hogy legaldabb hany gép kell. Ezek
szerint ha minden 1 < ¢t < N id6pontra meghatarozzuk a gépek szamat, akkor azok maximuma a keresett G érték.
Ehhez nem sziikséges tudnunk, hogy melyik munka mikor ér véget, csak azt, hogy hdny munka hatarideje esik a t-
edik napra. Vegyiink {6l tehat egy N méretd hm tombot, amelynek hmlt] eleme megadja a ¢ idSpontban befejezends

munkék szamat.
Hatarid6k-6sszegzése eljaras(h, M, N)

hm[] :=0 // hm minden értéke kezdetben zérus
Ciklus i := 1-t6l M-ig  // minden munka hataridejét megnézziik

t := h[i] // a h[i] munka hatarideje t

hm[t] := hm[t] + 1 // a t id6pontban befejez6d6 munkak megszamolasa
Ciklus vége

Hatarid6k-6sszegzése eljaras vége
A hm tomb kiszamitasa utan konnyen megvalaszolhato, hogy mennyi gép kell. Végigmegyiink sorban a hm értéke-
ken, és megnézziik, hogy az addig lejart hataridékhoz hany gép kell, ha feltételezziik, hogy minden gép az elsé naptoél

iizemel.
Sziikséges-gépek-szama eljaras(hm, N)

msz := 0 // az eddig befejez6d6tt munkak szama

G:=0 // az eddig sziikséges gépek szama

Ciklus t := 1-t6l N-ig // az dsszes napot megvizsgaljuk
msz := msz + hm(t] // az eddigekhez hozzavessziik a most befejez6d6 munkakat
gsz ;= [msz/t] // ennyi gép kell naponta a t-edik napig
Ha gsz > G akkor G := gsz // ha ez az 4j maximum

Ciklus vége

Sziikséges-gépek-szama eljaras vége
Figyeljiik meg, hogy G kiszamitasahoz nem is kellett rendezni a h bemeneti adatsorozatot, tehat ha csak a gépek
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maximalis szamanak meghatarozasa lenne a cél, akkor egy N 4 M-mel aranyos 1épésszamu algoritmussal kész lennénk.
Ez alapvetGen annak koszonhets, hogy a feladatban szerepld intervallumok bal oldala azonos. Az olvaséra bizzuk
a folytatast, tehat annak az eljarasnak a kitaldlasat, amely megadja, hogy melyik munka melyik gépen torténjen.
Az egyik lehetséges Ut az adatok rendezése, és a munkak fenti leirds szerinti beosztésa. A teljes megoldas lépésszama
igy M -log M + N. De ha valaki még ennél is hatékonyabb algoritmust szeretne, akkor probalja meg az adatok rendezése
nélkiil megadni, hogy melyik gép melyik munkan dolgozzon, annak ismeretében, hogy a sziikséges gépek szdma méar
ismert.



