I. rész

1. Pisti, a focicsapat csapatkapitanya kivdncsi volt, hogy milyen erds a csapat, igy készitett eqy statisztikdt. Segitsiink
Pistinek o statisztikai értékek kiszamitdasdban.

a) A csapattagok dtlagosan egyenként egy meccsen 4 km hosszisdgi utat futnak. Az it egyik felét 17 km/h-val, mig
az ut mdsik felét 14 km /h-val futjik. Mennyi o fiik dtlagsebessége? (6 pont)

b) A kezddesapat dsszedllitdsandl nagyon fontos a megfeleld magassdg is. Pisti 183, Béla 201, Peti 200, Marci 191 cm
magas. Andris és Bdlint magassdga azonban elveszett. Szerencsére Pisti mdr kiszdmolta a kezddcsapat magassdganak
a kovetkezd dtlagait (két tizedesjegyre kerekitve): négyzetes dtlag: 188,16 cm, szdmtani dtlag: 187,83 cm. Segitsiink
kiszamitani Andris és Bdlint magassdgat, ha tudjuk, hogy Bdlint az alacsonyabb kettejik kozil. A vdlaszt egész szdmra
kerekitve adjuk meg. (6 pont)

Megoldas. a) Az atlagsebességet az alabbi formulaval szamithatjuk ki: vagag = %
0sszes

A feladat szovegébdl tudjuk, hogy az Gsszes it 4 km. Az Gsszes id6 pedig

2 2 31
— 4+ — = — =~ 0,26 ora.
17 14 119 7
Ezeket behelyettesitve a fenti képletbe:
4 km
Vatlag = —57— ~ 15,35 —.
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b) A feladat soran két helyes képlet alkalmazaséara van sziikség, a szamtani atlag képletére:

illetve a négyzetes atlag képletére:

A képletekbe valo behelyettesités utan a kovetkezs egyenletrendszert kapjuk:

2 2 2 2 2 2
188,16:\/183 +201 +2006+191 Tty
183420142004 1914+ z 4y

c :

A feladatot levezetve y; ~ 169,41 cm, yo ~ 182,57 cm. Az ezekhez tartozd = szampéarok ugyanezek felcserélve,
betliszimmetria miatt, igy az x értékek kiszamolasa nem sziikséges.

Kerekités utan: Balint 169 cm, Andris pedig 183 cm magas. Ezekkel az értékekkel szamolva a feladat szovegében
szerepl atlagokat kapjuk.

187,83 =

45
2. Néhdnyan dartsoznak. Adélnak, a ,Sniper™nek g—szor annyi pontja van, mint az 5. helyen dllo Eleknek, illetve

—-szor annyi pontja van, mint a 2. helyen dllé Béldnak. A 2-5. helyen dllé emberek pontszimai egy mértani sorozatot

alkotnak, tovdbbd pontszdmaik dsszege 390. Harmadik helyen Csaba toporzékol, mig a 4. Dani. A bajnoksdg sordn csak
egész pontszamuk lehet a versenyzdknek.
a) Hdny pontja van a jdatékosoknak kilon-kilon? (9 pont)
b) Tegyiik fel, hogy a jaték hdtralévd részében még 5-szor taldljak el a legértékesebb mezét, a tripla 20-at, mely
60 pontot ér. Mekkora a valdszinisége, hogy a jelenleg 40 ponttal 6. helyen dllo Feri csak ezekbdl a dobdsokbol meg
tudja donteni az eredeti 279 pontos rekordot, ha feltehetjiik, hogy a tripla 20-ak az elsé hat helyen lévé emberek kozott
sziletnek, akik ugyanakkora valdszindséggel dobnak tripla 20-at, és eqy ember akdr tobbet is dobhat? (4 pont)
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Megoldas. a) Els6 lépésként meghatarozzuk a mértani sorozat kvociensét. Ehhez a §_Ot elosztjuk g—dal, igy
135

3
E—et kapunk. Ez ¢*-nak felel meg, igy a kvéciens ok

A mértani sorozat Gsszegképlete S, = a3

n

P ahol a; a legkisebb pontszam, vagyis ,,Purman” pontszama.
q—

Behelyettesitve

1,54 —1

390 = alm,

amib6l a; = 48.



Ebbél ki lehet szamolni a tobbi jatékos pontszaméat, melyek a kdvetkezék: Eleké 48, Danié 72, Cecilé 108, Bélaé
162 pont.

5
Adélnak pedig (Béla pontjat g—dal beszorozva) 270 pontja van.

b) Ferinek minimum 4 tripla 20-at kell dobnia, hogy megdoéntse a rekordot (hiszen ha 4-et dob, akkor pont 280 pontja
lesz). Ha mindegyiket 6 dobja, az csak egyféleképpen torténhet meg, ha pedig 1-et méas dob, az 25-féleképpen, hiszen
megkiilonboztetjiik, hogy hanyadikat dobja mas. ‘

Az Osszes eset meghatarozasahoz az ismétléses variacio képletét hasznaljuk: V65’l =6° = 7776.

1425
e 0,003 34.

3. Ddvid ugy dont, hogy szeretne 13 SG-s lany kézott 7 db ajandékot kisorsolni. Az ajandékok killonbozd értékiek.
Az ajandékok kézil 5 be van csomagolva, 2 pedig nincs.

a) Hanyféleképpen oszthatja szét Ddvid az ajindékait, ha tudjuk, hogy egy ldny tobbet is kaphat, és mdr kettd
becsomagolt ajindék eldre ki lett sorsolva, tovibbd Fanni csak a nem becsomagolt ajindékok kozil kaphat? (7 pont)

b) Ddvid észrevette, hogy a megudsdrolt ajindékok egy része selejtes, egy része pedig kopott. A bolt statisztikdja szerint
a raktdrukon lévd 80 termék kizil 13 darab volt selejtes, 7 darab kopott és a tobbi sértetlen. Mennyi a valdsziniisége
annak, hogy Ddvid 2 darab selejtes és 3 darab kopott ajindékot hozott el az SG-s linyoknak (a maradék 2 ajindék
sértetlen)? (6 pont)

Ebbél adédodan a valdszindség: p =

Megoldas. a) A feladat soran nem kell a méar elére kisorsolt ajandékokkal foglalkozni, igy 3 becsomagolt és 2 nem
becsomagolt maradt.

Mivel az ajandékok kiilonbozs értékiiek és egy lany tobbet is kaphat, igy az ismétléses varidcié képletébe kell
behelyettesiteniink.

Figyelni kell arra is, hogy a becsomagolt ajandékokat csak 12 lanynak oszthatjuk szét.

Innen: V5" - V3" = 12° - 13% = 292032 eset van.
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b) Az sszes eset meghatarozasa soran ismétlés nélkiili kombinacié képletét kell alkalmazni. Ez alapjan: Cg, = . > .

Meg kell hatarozni azon esetek szaméat, amikor az adott halmazokbdél adott mennyiséget vesz ki, ennek modja:
13 7 60
() () (%)
A valbszintség kiszamitasdhoz a kedvez§ eseteket elosztjuk az Osszes esettel:
13\ (7). (60
— (2) (3) (2) ,\"11,5211073

T

4. a) Hatdrozzuk meg az ANB, AUB, A\B halmazokat, ha az A halmaz a log(,2_y) (

tartomdnya, a B halmaz pedig a
vV =222 + 2z + 60

kifejezés értelmezési tartomdnya. (9 pont)
b) Az SG-s e-learning kurzuson 3 tantdrgybdl lehet vilasztani. Matekot dsszesen 26, Torit 21, Kozgdzt 19 didk tanul.
Tudjuk tovdbbd, hogy a Kézgdzt és Torit is tanulok kétszer annyian vannak, mint a Matekot és Kozgadzt s, illetve azt,
hogy a Torit és Kizgdazt tanuldk 4-gyel tobben vannak, mint a Matekot és Torit is tanulok. 15 didk tanul egynél t6bb
tdrgyat. Osszesen 48 didk tanul az e-learningen. Hany didk tanul Matekot és Kozgazt is? (4 pont)

—6 W .
2—9) fiigguény értelmezési
72 —

Megoldas. a) Els6 lépésként meg kell hatarozni az A halmaz elemeit. Mivel logaritmusunk van, az alap 0-nal
nagyobb és nem egyenls 1-gyel: 22 — 1> 0 & 2 € |—o0; —1[U]1;00[ és 22 — 1 # 1 & z # +V/2.

Kikotést kell tenni a logaritmus numeruszara is. Mivel a szamlalé negativ, csak a nevezére kell kikotést tenni:
r?—9<0e]-3;3

Az el6bb felsorolt harom halmaz kozds része az A halmaz: (]—3; —1[\{ — \/5}) U (11; 3[\{\/5 }.

Meg kell hatarozni még a B halmazt: —22% + 22 +60 > 0 & —2(2> —2 —30) > 0 < —2(x —6)(z +5) > 0 &
x € [—5;6]. Innen:

AnNB=A=(]-3;-1\{ -v2}) u(J1;3[\{V2}), AUB=DB=[-56], A\B={0}.
b) |[M| = 26, |T| = 21, |K| = 19. Vezessiikk be az alabbi jeloléseket: |M N K| = z, M N K NT| = y. Ennek
segitségével: |[K NT| =2z, M NT| =2z — 4.
Ez alapjan felirhatjuk a kovetkezs egyenletrendszert:
26+21419—2— 22— 2z —4) +y =48,
(x—y)+ 2z —y)+ 2z —4—y)+y=15.

Az egyenleteket megoldva kapjuk, hogy y = 3, x = 5.
Tehat 5 diak tanul Matekot és Kozgazt is.



II. rész

5. Adott egy kior, melynek kizéppontja O(8;5), sugara 4 egység. Adott tovdbbd a h: y = —x+9 egyenes és a P(0;1)
pont.
a) Adjuk meg azon egyenesek metszéspontjait a kérrel, amik dthaladnak a P ponton, valamint a h egyenes és a kor

eqyik metszéspontjdn. (10 pont)
b) Adjuk meg az ij egyenesek korhiz viszonyitott helyzetét/helyzeteit. (2 pont)
c) Adjuk meg a h és a g: y =5 egyenesek hajldsszigét. (4 pont)

I. megoldas. a) Felirjuk a kdr egyenletét: k: (z — 8)% + (y — 5)° = 16.

Egyenletrendszerben megoldva megkeressiik k& metszéspontjait a h egyenessel. Ezek a kovetkezok lesznek: Q(4;5),
Z(8;1).

Két pont alapjan felirjuk a keresett egyenesek egyenletét:

e (4=0)-(y—1)=(5-1)-(x —0),

azaz y =z + 1,
f:8=0)-(y—1)=(1-1)-(z-0),

azaz y = 1.
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A kor és az egyes egyenesek egyenleteit egyenletrendszerben megoldjuk. Ebbdl megkapjuk, hogy az e egyenes és
a k kor metszéspontjai: Q(4;5), Q'(8;9), tovabb4 az f egyenes és a k kor érintési pontja: Z(8;1).

b) Az e egyenes szelGje, az [ egyenes pedig érint6je a k kornek.

¢) A két egyenes iranyvektora: vy(1;0), illetve vp,(1; —1).

Két vektor skalaris szorzatanak atalakitott képletével a kovetkezst kapjuk:

1-140-(-1) :@
02 4 (-1)2-yI2¥12 2

cosox =

)

amibdl «a = 45°.

II. megoldas. Vegyiik észre, hogy g parhuzamos az x tengellyel. Ezért a két egyenes hajlasszogét megkapjuk, ha
felirjuk az m = tg o Osszefiiggést. Behelyettesitve: —1 = tg «, amibdl o = 135°.

Mivel két egyenes hajlasszogén mindig az altaluk meghatarozott 2 szog koziil a kisebbet értjiik, igy a hajlasszog
értéke 180° — 135° = 45°.

6. a) Osszeszorozzuk az elsé 100 pozitiv egész szamot. Hany 0 dll az igy képzett szdim végén? (10 pont)
b) Hatdrozzuk meg azt a négyjegyd szamot, amely eleget tesz a kovetkezd dllitdsnak: abed + abe — ab + @ = 2925.
(6 pont)

Megoldas. a) Egy szam végén annyi nulla all; ahanyadik hatvanyaval a 10-nek oszthat6 a szam. A tiz primtényezGs
felbontasa: 2 -5 = 10. Ebbél az kovetkezik, hogy ahany szamparost tudunk Osszeallitani 2-esekbdl és 5-6s6kbdl, annyi
0 lesz a szdmunk végén.

1-100-ig a 2-vel és annak hatvanyaival oszthat6 szamokbol tobb van, mint az 5-tel és annak hatvanyaibol osztha-
toakbol, ezért minden 5-6shoz fogunk talalni 2-es szorzopéart, igy elég az 5-6s6k darabszamat megéllapitani.

Nézziik meg, hogy hany szamban szerepel az 5 els6 hatvanya. 100 : 5 = 20, tehat 20 db 5-6st kapunk. Az 5 masodik
hatvanya: 100 : 25 = 4. Minden szam 2-vel novelné az 5-6s0k mennyiségét, de ezeket egyszer mar szamoltuk, igy csak
4-gyel novekszik a darabszam. Mivel 5% > 100, ezért tobb lehetéség nincs. Ez Osszesen tehat 20 + 4 = 24 db 5-0s.

Tehat a szdm végén pontosan 24 nulla all.



b) At kell alakitani az egyenletet: 1091a + 1096 + 11c + d = 2925. Kikotést kell tenni: 1 < a < 9,0<b, ¢,d < 9,
a,b,c,d e Z.
a = 2, hiszen mashogy az egyenlet nem teljesiilhet.

218241090+ 11lc+d = 2925 <= 1090+ llc+d = 743.
b = 6, hiszen mashogy az egyenlet nem teljesiilhet.
654+ 1lc+d =743 <<= 1llc+d=289.
¢ = 8, hiszen mashogy az egyenlet nem teljesiilhet.
1llce+d=89 <+ 88+d=289.

Tehat d = 1. Innen a szadm: abed = 2681.

7. a) Egy trapézt, melynek alapjai 2 és 8 cm, szdrai pedig 3 és 4 cm hossziak, a révidebbik alapjindl fogva megfor-
gatunk.

b) Mekkora az igy keletkezett forgdstest felszine és térfogata? (10 pont)

¢) Mekkora a térfogata annak a legkisebb gombnek, amibe beleférne ez a test? (6 pont)

Megoldas. a) Eszre kell venni, hogy a feladat esetében egy hengerrdl és két kiprol van sz6. Ki kell szamolni
a trapéz magassagat, amit egy kétismeretlenes egyenlet segitségével tudunk megtenni, ha kivagjuk a trapéz téglalap
részét kozéprol.

m? + 2% = 3% 29 455
12’ 12

m?+ (6 — z)° =42 -

Ezutan a henger és a kup térfogatdanak kiszamitasa kovetkezik. Legyen c¢ a trapéz hosszabbik alapja, ¢ = 2 cm,
m a trapéz magassaga és x az egyik szar hosszabbik alapra esé vetiilete.

‘/test = Vhenger - ‘/i.kﬁp - ‘/vz.kL'lp =
2 2(6 — 455
—m2rc— mg” _mX . LN o — 2,55T — 8,777 & 18,967 & 50,56 e’

Felszinszamitasnal a henger, illetve a kipok palastjara lesz sziikség:

Agest = Apalést(henger) + Apalést(l.kﬁp) + Apalést(Z.kL’lp) =
= 2m7 - ¢ + 4dmm + 3mm ~ 28,447 + 7,117 + 5,331 = 40,887 ~ 128,44 cm?.

b) Ahhoz, hogy meghatarozzuk a koré irhat6 gomb sugarat, a sikmetszetet kell megvizsgalni. Egy olyan téglalap

V455

Innen az 4tl6 hossza Pitagorasz-tétellel kiszamitva (két tizedesjegyre kerekitve): 8,75 cm. Ebbdl a sugér: r ~ 4,38
cm. A gdmb térfogatat pedig a kovetkezs képlettel hatarozzuk meg:

atlojat nézziik, melynek egyik oldala 8 cm, a mésik pedig 2m, azaz

4371

Vgiimb = ~ 351,98 CIIIB.

8. a) Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert:
9% . 343Y =497 - 27Y,

9 11
cos (2:10 + §y) + cos (zx + 2y) = /3. (16 pont)



Megoldas. A két egyenletet megfigyelve réa lehet jonni, hogy érdemes az elsével kezdeni. Ezt atalakitva a kovetkezot

kapjuk:
[ N T\
- = — = — .
wowm = (3) =(3)
2
Az exponencidlis fliggvény szigori monotonitasa miatt: 3y = 2x < y = ?I Ezt mar be tudjuk helyettesiteni

V3

a masodik egyenletbe. Az egyenletet atalakitva kapjuk, hogy cos(bx) = ——.

1 2k 1 21
Az egyenletet megoldva megkapjuk a kovetkezs értékeket: x1 = 5" + TW, Ty=—gm + ?W, k,leZ.
1 4k 1 4l
Visszahelyettesitve: y; = — —_— =—= —, k1l eZ.
isszahelyettesitve: y; 97T+ 15 )y Y2 97r+ 5
9. a) Egy derékszigi hdromszog oldalai egy szamtani sorozat egymdst kovetd elemei. A hdromszig kerilete 36 cm.
Milyen hossziak a hdromszég oldalai? (5 pont)
b) Hdny megolddsa van az |v* — 4x — 5| = p egyenletnek a p paraméter fiigguényében? (11 pont)

Megoldas. a) A feladat megoldasadhoz egy kétismeretlenes egyenletrendszert kell felirnunk. Az els6 a keriilet
meghatarozasabol kovetkezik, a masodik pedig a Pitagorasz-tétel felirasa.

(a2 —d) + a2 + (a2 + d) = 36,
(ay —d)* + a3 = (az + d)*.

Az els6 egyenletet rendezve: ay = 12. Ezt behelyettesitve a méasodik egyenletbe: d = 3.
A haromszog oldalai 9, 12, 15 cm hosszaak.
b) Elgszor szamoljuk ki a mésodfoku kifejezés zérushelyeit: 1 = —1; 29 = 5.

xr1 + T2

Igy a kifejezés lokalis szélsGértéke az x = = 2 helyen van. Ertéke: y = —9.

Igy mar fel tudjuk rajzolni a fiiggvény grafikonjat (az abszoltut érték miatt azokat a pontokat, amelyek masodik
koordinataja negativ, tiikrozziik az x tengelyre):

A p értékétsl fliggben annyi megoldasa lesz az egyenletnek, ahany metszéspont keletkezik a fliggvény grafikonjanak
és egy, az = tengellyel pArhuzamos egyenesnek.

Ha p < 0, akkor nincs megoldas.

Ha p = 0, akkor 2 megoldas van.

Ha 0 < p < 9, akkor 4 megoldas van.

Ha p =9, akkor 3 megoldas van.

Ha p > 9, akkor ismét 2 megoldas van.




