A hagyomanyoknak megfelel6en ebben az évben is kozoljiik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a meg-
oldasait; lényegében gy, ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremiikodésiiket kdszonjiik és
ezuton is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztiség

Els6 na

1. A BCF hdromszognek B-nél derékszége van. Legyen A a C'F egyenes azon pontja, amelyre FA = FB, és az F
pont A és C kézott fekszik. A D pontot igy vilasztjuk, hogy DA = DC és AC a DAB< szogfelezdje. Az E pontot gy
vdlasztjuk, hogy EA = ED és AD az EAC< szogfelezdje. Legyen M a C'F szakasz felezépontja. Legyen X az a pont,
amire AMXE parallelogramma (ahol AM || EX és AE || M X). Bizonyitsuk be, hogy a BD, FX és ME egyenesek
egy ponton mennek dt.

Williams Kada megoldasa. A bonyolult dbra miatt célszerd egy jol megszerkesztett abran minden tGjonnan
felvett pontra megvizsgélni, milyen tulajdonsagai vannak. Miutan az abra rejtelmeit kiismertiik, a befejezés 6nként
fog adodni.

A sz6gszamitashoz legyen

BAC« =CAD<« =ACD<« = DAE<=ADE<q = o,

ezek egyenlGségét a D és E pont definicioja indokolja. Ekkor BFC< = FBA< + FAB< = 2a. A keriileti, illetve
keriileti és kozépponti szogek tételét és azok megforditasat KT, illetve KKT roviditi.
A kovetkezs lépésekben igazoljuk a feladat allitasat:
1. Az ABC kor kézéppontja D.
. B, C, D, F egy k korre illeszkedik.
.ABCD ~ AFDE.
. B, F', E egy egyenesen van.
. A, B, M, D, E egy ¢ korre illeszkedik.
. Az X pont is a k korén van.
. M X EF hurtrapéz, koriilirt kdre m.
8. A hatvanypont-tételt k, ¢, m korokre alkalmazva készen vagyunk.
Az egyes lépések belatasa lényegében csak szogszamitas, igy érdemes maganak az Olvasonak megprobalni ellendrizni
Sket.
A lépések indoklasa alabb olvashato:
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1. ABC< = 90° + a és ADC<q = 180° — 2« (mert DA = DC). KKT miatt D csakis az ABC koér kozéppontja
lehet.

2. Ez KT-vel adodik: BFC< = 2a = BDC<, utébbi az ABC korre vett KKT miatt.

3. A k korbeli KT-b6l CDF< = 90°, igy AFD< = CDF< + DCF< = 90° 4+ «. Innen két szog egyezése miatt
ABC ~ AFD, de ADC ~ AED miatt ABCD ~ AFDE is igaz.

4. Mivel DA = DB (1. 1épés), a hasonlosagbol EA = EF, s igy EF A< = 2a = BFC<«, vagyis BF' és F'E egyenes
egybeesik.

5. CBF< = 90° lévén CF a k atmérdje, M igy k kdzéppontja. Innen vilagos, hogy M BF ~ DBA ~ EF A, mert
2« alapon fekvs szogl egyenls szaru haromszogek. A 4. 1épés miatt BM A< = BDA< = BEA< adodik, és igy KT
szerint A, B, M, D, E egy koron van.

1A masodik nap feladatainak megoldasat a novemberi szamban kdzoljiik.



6. EDA< = DAC« = « lévén DE || AC, vagyis E, D, X kollinearis. AM X FE paralelogrammabol M X D< =
MAE< = 2a, és az ¢ korbeli KT-b6l MDE< = 180° — M AE<, amiért MDX< = 2«.. Tehat MD = M X, azaz X a k
koron van.

7. Az AM X E paralelogrammabol az EF A egyenl6 szartu haromszoget kivagva egy hirtrapézt kapunk, az M X EF
hirtrapézt.

8. A k és ¢ korok hatvanyvonala BD, a k és m koroké F X, az £ és m koroké pedig M E. A hatvanypont-tétel szerint
e harom egyenes egy pontra illeszkedik vagy parhuzamos. Nyilvan nem parhuzamosak, ezért egy ponton mennek at.

Megjegyzés. Adhato két masik, szintén tanulsdgos megkozelités, ami elsGsorban nem koroket vizsgal. Kulcsészrevétel az 1-3.
lépések utan, hogy BCDF és AFD korok sugara egyenls, hisz F'D k6zos harjukhoz mindkettében o keriileti szog tartozik.
Az ad6do egyenls szakaszokbol az alabbi befejezések kinalkoznak:

(a) M E-re tiikkrozve B, D képe X, F lesz, igy BD és FX az M E szimmetriatengelyen metsz;

(b) Az MXEF hurtrapéz atloi oly szogtiek, hogy a BMF koron messék egymast, igy szimmetria miatt az M F iv felez6-
pontjara illeszkednek, akarcsak az M BF' szog BD szogfelezGje.

2. Hatdarozzuk meg azokat a pozitiv egész n szamokat, amelyekre egy n X n-es tdbldzat minden mezdjére az I, M, O
betik valamelyikét tudjuk irni gy, hogy:

e minden sorban és minden oszlopban a mezdk egyharmaddra 1, egyharmaddra M és egyharmaddra O betd van
irva; és

e minden dtloban, ha az datloban [évd mezdk szama 3 tébbszérdse, akkor ezen mezdk egyharmaddre 1, egyharmaddra
M és egyharmaddra O betd van irva.

Megjegyzés: Eqy n X n-es tdbldzat sorait és oszlopait természetes mddon 1-t6l n-ig szdmozhatjuk. Igy minden mezéhoz egy pozitiv
egészekbdl dlls (i,j) szdmpdr tartozik, ahol 1 <i,j < n.n > 1 esetén a tdbldzatnak 4n — 2 atloja van, amelyek kétfélék lehetnek.
Egy elsé tipust dtld az dsszes (i,7) mezdkbél dll, amelyekre i+ j egy adott konstans, eqy mdsodik tipusd dtlo pedig az dsszes (i,7)
mezdkbdl dll, amelyekre i — j egy adott konstans.

Lajko Kalman megoldasa. Keressiik meg az ilyen n x n-es négyzeteket! Ha egy négyzetre van megfelels kitoltés,
akkor 3 | n, ez nyilvanvalo.

Azt se nehéz latni, hogy ha van egy n x n-es négyzetre egy kitoltésiink, akkor minden (kn) x (kn)-es négyzetre is,
hiszen jo kitoltést n x n-es négyzetbdl k?-et egymasra lehet pakolni, ekkor a sorok és oszlopok nyilvan eleget tesznek
a feltételeknek, és az atlok is, mivel belathato, hogy ha egy &tlé hossza a kn-es négyzetben harommal oszthaté, akkor
az atlonak az egyes n-es négyzetekkel vett metszetei is harommal oszthaté hosszusaguak.

Erdemes kis négyzetekre az allitast kiprobalni, az n = 9 esetre van kitoltés is, igy mar lehet tudni, hogy a 9 | n-es
négyzetekre mindig van kitoltés.

Ezutan megprobaljuk belatni, hogy ha n nem oszthaté kilenccel, de hArommal igen, akkor nem lehet kitolteni
a négyzetet.

Ezt indirekten csinaljuk, tegyiik fel, hogy ki lehet tolteni egy ilyen (n = 3k)-s tablazatot, ahol k£ nem oszthato
3-mal.

Erre a csom6 betiire vonatkoz6 harommal valdé oszthatosagot Ossze lehet adogatni, ki lehet vonni egymasbol,
az eredmeényre is igaz lesz hogy a bettik egyharmada I, M és O (ez ilyen egyenletrendszeres 6tlet). Ezt ugy kell érteni,
hogy ha t6bbszor van egy mez6 I betije az 6sszegben, akkor annyiszor adodik hozz4 az I-k szamahoz, vagy a kivonas
miatt lehet hogy negativ sokszor szerepel az Osszegben, és ekkor ez levonodik az I-k szamabol. Az Gsszegben tehét
mezbk beti szerepelnek, egész sokszor, és az [-k, M-ek és O-k szama azonos.
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Vegyiik a tablazatunkat, adjuk Ossze az Osszes harommal oszthato atlot (vagyis hogy Osszesen hany I, M, O van
benniik Gsszesen), adjuk hozza a 2.; 5.; 8.; ...; (3l + 2)-edik oszlopokat, és ebbdl vonjuk ki az Osszes az 1., 3., 4.,
6. stb. sorokat, vagyis a nem (3l 4+ 2)-edik sorokat. Nézziik meg, hogy ebben hany darab I betd van. Az atlokbol
van 3;6;...;3k; 3k — 3;...;3 hosszt, mindkét irdnyban, ezekben Osszesen 2(1 +24+.k+14+2+---+ (k- 1)) =

k
k(k+1) + (k — 1)k = 2k? darab I bett van. Az oszlopokban van ?n = k?, és ebbdl még le kell vonni a sorokban 1évé

I-k szamat, ami 2k - n_ 2k?. Ezeket osszegezve, az I-k szama: 2k* + k?* — 2k? = k?, ami harommal nem oszthato.

Viszont ha megnézziik, hogy az egyes mezdket hanyszor szamoltunk az dsszegben, akkor azt figyelhetjiik meg, hogy
a nem 3!+ 2 alakt sorokban 1év6 mezdék pont kiesnek, és a visszamaradé mezdket mind haromszor szdmoltuk meg, a két
atloban és az oszlopokban, ezek a (3z + 2; 3y + 2) koordinataju mezsk. Ez azt jelenti, hogy az I-k szdma az 6sszegben
harommal oszthato kell hogy legyen. Ez ellentmondas.

3. Legyen P = A1Ay ... Ar egy konvexr sokszdg a sikon. Az A1, As, ..., Ay csucsok koordindtdi egész szamok, €s
ezek a csicsok eqy koron fekszenek. Legyen S a P sokszdg terilete. Adott eqy m pdratlan pozitiv egész szdm, amire
teljestl az, hogy a P sokszdg minden oldalhosszanak a négyzete egy n-nel oszthatd egész szam. Bizonyitsuk be, hogy 2.5
egy n-nel oszthato egész szdm.

Szab6 Barnabas megoldasa.

Lemma. Ha = és y egészek, akkor 2 | y? esetén x| y.

Bizonyitas. = { y esetén létezik egy ¢ prim és r nemnegativ egész, melyekre ¢” | z de ¢" 1y, ekkor viszont ¢*" | z2
és ¢*" ty?, tehat 22 | y* nem teljesiilhetne.

A feladat allitasat k-ra vonatkozo6 teljes indukcioval fogjuk belatni.

k = 3 esetén feltehets, hogy az A1, As és As csicsok koordinatai rendre (0,0), (a1,b1) és (az, b2) (ahol a;, b; egészek).
Tudjuk, hogy n | a2 +b? és n | a2 +b3, tovabba n | (a1 — az)”+ (b1 — by)* = (a+07) + (a3 +b3) —2(araz + bybs), mivel
n pératlan, igy n | aias + blbg. Innen n2 | (CL% + b%) (CL% + b%) — (alag + b1b2)2 = (albg — a2b1)2. Ebbdl n | a1b2 — CLle
kovetkezik. A jol ismert teriiletképlet alapjan

2S5 = |a1bs — agby|, azaz n |28,

és ezt kellett belatni.

Nyilvanvaloan elegendd az allitast primhatvany n-re belatni (ha = | 25 és y | 25, ahol (x,y) = 1, akkor zy | 25).
Legyen n = p®, p > 2. Esetiinkben k > 4 és tegyiik fel, hogy az &llitast minden k-nal kisebb (de legalabb 3) pozitiv
egészre belattuk. Talalni fogunk egy atlot, amely hosszanak négyzete oszthato n-nel, igy ezen atlo mentén félbevagva
P-t két kisebb oldalszamu sokszoget kapunk, Pi-et (teriilete Si) és Pa-t (teriilete Ss), amelyekre teljesiil a feladat
feltétele. Az indukcios feltevés miatt n | 257 + 252 = 2S5, azaz készen lennénk a feladattal. Tehat mar csak egy
megfelel6 atlot kell taldlnunk. P racssokszog, igy a Pitagorasz-tétel alapjan P minden atléjanak négyzete egész szam.
Vegyiik az atlok koziil azt (vagy az egyiket néhany koziil), amelyik hosszanak négyzetében p kitevGje minimaélis. Legyen
ez az AC atlo. Az A-val szomszédos cstucsok B és D. Legyen az AB, BC, CD, DA, AC és BD szakaszok hossza rendre
a, b, ¢, d, e, f. Az ABCD hurnégyszogre a Ptolemaiosz-tételt felirva kapjuk, hogy

(1) ac+bd =ef,
ezt négyzetre emelve
(2) a’c® 4+ b?d? + 2abed = €* f2.

Legyen 3 az a legnagyobb nemnegativ egész, melyre p” | 2. Ha 8 > o, akkor AC megfelels 4t16. A tovabbiakban
feltessziik, hogy 8 < a. Ekkor p® | a? és P’ | ¢ (ha CD &tlo, akkor ez AC' vélasztasa miatt igaz, ha C'D oldal, akkor
B < « miatt), tehat p®™? | a®c%. Hasonloan p®™? | b2d%. Mivel e?f? is egész, igy (2) alapjan 2abed is az. Viszont

2(a+pB) 212 2 42 . a+pB 2 21 1.t . a+3 272 » B+1 2 . o 2
P | 4a°b°c"d”, igy p | 2abed. Ezt felhasznalva (2)-bol kovetkezik, hogy p | e f%, igy p° 7" 1 €° miatt p® | f=,
azaz ekkor a BD atlo megfeleld.



