Elsé nap

1. feladat. A BC'F haromszognek B-nél derékszdge van. Legyen A a C'F egyenes azon pontja, amelyre FA = F B,
és az I pont A és C kozott fekszik. A D pontot ugy vélasztjuk, hogy DA = DC és AC a DAB< szogfelezGje.
Az FE pontot ugy valasztjuk, hogy EA = ED és AD az FAC< szogfelezGje. Legyen M a C'F szakasz felezGpontja.
Legyen X az a pont, amire AM X E parallelogramma (ahol AM || EX és AFE || M X). Bizonyitsuk be, hogy a BD,
FX és MFE egyenesek egy ponton mennek at.

2. feladat. Hatarozzuk meg azokat a pozitiv egész n szdmokat, amelyekre egy n x n-es tablazat minden mezgjére
az I, M, O bettk valamelyikét tudjuk irni ugy, hogy:

e minden sorban és minden oszlopban a mez6k egyharmadara I, egyharmadara M és egyharmadéara O betd van
irva; és

e minden 4tloban, ha az atléban 1év6 mezk szama 3 tobbszorose, akkor ezen mezék egyharmadara I, egyharmadéra
M és egyharmadara O betd van irva.

Megjegyzés: Egy n x n-es tablazat sorait és oszlopait természetes moédon 1-t6l n-ig szamozhatjuk. Igy minden mezéhoz
egy pozitiv egészekbdl allo (i, j) szampar tartozik, ahol 1 < i,5 < n. n > 1 esetén a tablazatnak 4n — 2 dtldja van,
amelyek kétfélék lehetnek. Egy elss tipusa atlo az Osszes (i, j) mez6kbol all, amelyekre i 4+ j egy adott konstans, egy
masodik tipusa atlo pedig az Osszes (i, j) mez6kbdl all, amelyekre i — j egy adott konstans.

3. feladat. Legyen P = A;As... A, egy konvex sokszog a sikon. Az Aj, As, ..., A cstcsok koordindtéi egész
szamok, és ezek a csicsok egy koron fekszenek. Legyen S a P sokszog teriilete. Adott egy n paratlan pozitiv egész
szam, amire teljesiil az, hogy a P sokszog minden oldalhosszanak a négyzete egy n-nel oszthato egész szam. Bizonyitsuk
be, hogy 2S5 egy n-nel oszthatd egész szam.

Masodik nap

4. feladat. Pozitiv egészek egy halmazat illatosnak nevezziik, ha legalabb 2 eleme van, és minden eleméhez talalhato
legalabb egy olyan méasik eleme, hogy a két elemnek van kozos primosztoja. Legyen P(n) = n? +n+1. Mi a legkisebb
olyan pozitiv egész b érték, amihez talalhato egy nemnegativ a egész szam 1gy, hogy a

{P(a+1),P(a+2),...,Pla+b)}

halmaz illatos?

5. feladat. Felirjuk a tablara az
(x—=1)(z—2) - (x —2016) = (x — 1)(z — 2) - - - (x — 2016)

egyenletet, ahol mindkét oldalon 2016 lineéris faktor szerepel. Mi az a legkisebb pozitiv k érték, amelyre teljesiil az,
hogy elhagyhatunk e koziil a 4032 linearis faktor koziil pontosan k darabot tgy, hogy mindkét oldalon maradjon
legalabb egy lineéris faktor, és az adodd egyenletnek ne legyen valos gyoke?

6. feladat. Adott a sikon n > 2 szakasz ugy, hogy barmely két szakasz keresztezi egymaést, és semelyik harom
szakasznak sincsen kozos pontja. Jeromosnak ki kell vilasztania mindegyik szakasznak az egyik végpontjat, és oda
egy-egy békat elhelyezni ugy, hogy a béka a szakasz masik végpontja felé nézzen. Ezutan Jeromos (n — 1)-szer fog
tapsolni. Mindegyik tapsolasra minden béka azonnal a szakaszon talalhatd kovetkezd metszéspontra ugrik. A békak az
ugrasirdnyukat soha nem valtoztatjak meg. Jeromos gy szeretné elhelyezni a békakat, hogy soha ne legyen két béka
azonos idében azonos metszésponton.

(a) Bizonyitsuk be, hogy Jeromos ezt mindig meg tudja tenni, ha n paratlan.

(b) Bizonyitsuk be, hogy Jeromos ezt soha nem tudja megtenni, ha n paros.
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