Utkdzésekrsl altalaban

A kozépiskolai fizikaorak és a fizikafeladvanyok gyakori témaja az {itkozés. Megtanuljuk, hogy az — altaldban igen
rovid ideig tarto — iitkozés alatt a bels6 erdk nagy erslokése mellett a kiils6 erdk hatasa elhanyagolhato (a rendszer
zartnak tekinthets), és emiatt az 1itk6z6 testek Osszes lendiilete (méasnéven impulzusa) megmaradé mennyiség.

Az itkoz6 testek Osszes mozgasi energidja altalaban nem marad &llandd, hanem — kisebb vagy nagyobb mértékben
— lecsokken. A csokkenés mértékétsl fiiggden beszéliink rugalmas (masnéven tokéletesen rugalmas), rugalmatian és
tokéletesen rugalmatlan itkozésrol. A rugalmatlansag fokat szamszerten az Gn. Gtkdzési szammal (litkozési egyiittha-
toval) jellemezhetjiik, ami a tomegk6zépponti koordinata-rendszerben mért relativ sebességcestkkenésbol kaphato meg.
Ha v1,2 a két test sebessége az litkozés el6tt, v’172 pedig az iitkozés utan, akkor

vy v
E=-L=2 (a tkp.-i rendszerben).
U1 U2
Ugyanezt a szamot egy tetszsleges (tehat nem feltétleniil a tomegkodzépponti) koordinata-rendszerben igy szamolhatjuk:

_ vy — v

k (barmilyen koordinata-rendszerben).

[v1 — v
(Lassuk be, hogy a kétféle definicié ugyanazt a k szamot adja!) Rugalmas iitk6zésekre k = 1, rugalmatlanokra 0 <
k < 1, és végiil tokéletesen rugalmatlan {itkézéseknél & = 0.

Nagymeértékben leegyszertsiti az iitkozések targyalasat, ha az iitkoz6 testek tomegpontoknak tekinthetSk. Ehhez
nem elegendd az, hogy a méretiik kicsi legyen, fontos feltétel az is, hogy ne forogjanak. A témér gumilabda (triikklabda)
vagy egy bilidrdgoly6 példaul tgy pattan vissza az litk6zés utan, hogy még akkor is forgasba jon, ha eredetileg nem
forgott. Hidba kicsiny az igy itkdzs test mérete, a forgasi energidja ugyanolyan nagy lehet, mint a tomegkozéppontjanak
mozgéasahoz kothets ,transzlacios” (haladasi) mozgasi energiaja.

Az 1itkozo testek dltaldban egy kis feliileten érintkeznek. Erre a feliiletre allitott n egységvektort az ditkdzés nor-
mdlisinak nevezziik. Centrdlis az itkozés, ha az iitkozési normélis dtmegy mindkét test tomegkozéppontjan. (Ilyen
itkozés soran a testek nem johetnek forgasba, ha az titk6zés el6tt nem forogtak.) Egyenes litk6zésrol akkor beszéliink,
ha a sebességvektorok egymassal is és az litkozési normaélissal is parhuzamosak. Ebben az esetben a testek tomegkozép-
pontjanak sebessége az iitkozés utan is ugyanolyan (vagy ellentétes) irdnyu lesz, mint kordbban volt. A legegyszertibb
eset — nyilvan — a centralis, egyenes iitkozés, ilyenkor a testek mozgasa a tomegkozéppontjuk egydimenzioés mozgasaval
irhatoé le, és a forgas lehetGségével sem kell torédniink. Az ilyen iitkdzéseknél mindkét test tomegpontnak tekinthetd
(1. dbra).

egyenes, de
centrélis, de nem centralis titkozés
nem egyenes {itkozés
centralis, egyenes iitkozés
V1
1. dbra

Az litkozések leirasanal altalaban nem vizsgéaljuk, hogy mennyi ideig tart a folyamat, és azt sem feszegetjiik, hogy
rugalmatlan {itkozéseknél hova tinik az ,elveszett” mechanikai energia. A tovabbiakban ezeket a kényes kérdéseket
probaljuk meg elemezni, de a jelenség bonyolultsdgara valo tekintettel a lehetd legegyszertibb geometriai viszonyokat
valasztjuk, és néhany egyszertsitG fizikai feltevéssel is éliink. Ez utobbiak jogossagat (vagy téves voltat) konkrét
kisérletekkel, a tapasztalattal valo Gsszevetéssel donthetjiik el.

Feltevéseink:

1. Hengeres, egyenes rudak {itkozését vizsgaljuk. ElSszor egyetlen rudnak egy merev (6sszenyomhatatlan) fallal,
utana pedig két rad egymassal torténd iitkozésével foglalkozunk.

2. A rudak anyaga és a keresztmetszete megegyezik, a hossztusaguk lehet kiillonbozé.

3. A hengerek harantmérete kicsi a hosszukhoz képest.

4. A testek a hossztengelyiik mentén mozognak, litkozésiik (egymaéassal vagy a fallal) centralis és egyenes. (A rudak
végeit kicsit legombolyitettek, igy az titkozesi feliiletdarabka helye nem valik bizonytalanna.)

5. A hengerekben kialakul6 fesziiltségek és deformaciok a tengelyiikre merdleges keresztmetszet mentén allandok
(de ezen ,allandok” értéke a tengely mentén is és idGben is valtozhat).

LA cikkben leirtak legnagyobb része a kivalo tanar, dr. Szegedi Ervin (1957-2006) mintegy harom évtizeddel ezel6tti (egy Fizikatanari
Ankéton elhangzott) el6adasanak gondolatmenetét koveti. (G. P.)



6. Az iitkozo testek sebessége elhanyagolhatoan kicsi a hengerekben terjedd longitudinalis hullamok (hang, 16kés-
hullam) terjedési sebességéhez képest.

7. Az litkozo testek egymasnak csapodo feliiletdarabjai nem ,pattannak” vissza, tavolsaguk (és igy a relativ sebes-
ségiik is) egy bizonyos ideig (ez tekinthets az titkozés idejének) nulla marad. Az itk6z6 test (testek) egyre nagyobb
része nyomodik 6ssze, deformalodik, és emiatt benne nyomo- (esetleg hiuzo-) fesziiltségek alakulnak ki. A két test akkor
valik el egymastol, amikor a fesziiltség elGjele megvaltozik, és mar az érintkezés helyén is hazofesziiltségnek kellene
fellépnie.

8. A kialakulé rugalmas fesziiltség (0 = F/A) és a relativ megnytlas (¢ = Af/¢) minden helyen és minden
pillanatban aranyos egymaéssal: 0 = Fe (ez a Hooke-térvény), ahol E az anyag Young-modulusa.

9. Az iitkozés (nagyon rovid) ideje alatt semmilyen ,disszipativ”’ folyamattal (kiils§ vagy belsd sarlodassal, mara-
dando6 alakvaltozassal) nem kell szamolnunk.

Ezen feltevések egyaltalan nem magatol értetdddek, és bizonyos esetekben nem is teljesiilnek. Amikor egy autd
frontalisan iitkozik egy merevnek tekinthets betonfallal vagy egy méasik autéval, akkor maradandé alakvaltozéast szen-
ved. Ilyenkor a deformécio és a fesziiltség kapcsolata nagyon eltér a Hooke-torvénytsl. A gépkocsi elején és a hatuljan
— szandékosan — olyan ,energiaelnyels zonat” (gyiir6ds zonat) alakitanak ki, amely a mozgési energia minél nagyobb
hanyadat képes ,disszipalni”, mikdzben az utastér lehetsleg nem karosodik jelentGsen.

Megjegyzés. Kicsit altalanosabb értelemben iitkozési folyamatnak tekinthets az a jelenség is, amikor egy hosszt, egyenletesen
halado autosor eleje piros lampahoz érkezik. Ekkor az egymast kovets autok koziil egyre t6bb all meg (a kocsisor deformalodik).
A mar all6 és a még mozgo autokat elvalaszto, képzeletbeli hatarvonal (lokéshullam) valamekkora sebességgel ,halad” hatrafelé,
de az autok sebességének lecsokkenését nem a kozottik kialakuld rugalmas fesziiltségek, hanem a kerekek és az tutburkolat
kozotti sturlodasi er6 okozza. Ekozben a fékeknél (nem kivanatos esetben a megcsiszo kerekek és az aszfalt kozott) felleps
energiadisszipacio teszi ezt az ,litk6zési” folyamatot rugalmatlanna.

Merev falnak iitk6z6 rugalmas henger

Térjiink ra a merev falnak itk6z8, ¢ hosszusagu, o striiségl, v sebességgel balra halado rugalmas rud (henger)
esetére. Ha a megfogalmazott feltevések teljesiilnek, akkor a kovetkezs torténik (2. dbra ,pillanatfelvételei”). A falnak
csap6doé rad bal oldali vége ¢ = 0 pillanatban hirtelen megall, és mivel a rad tobbi része ekkor még vy sebességgel
mozog, a bal oldalon a radnak egyre nagyobb része nyomodik 0ssze. Az 6sszenyomodott és méar lefékez6dott tartomany
(amit az abrakon sttétebb arnyalattal jeloltiink) egyre nagyobba valik, mert a két tartomany hatéra valamekkora ¢
sebességgel mozog jobbra. Ezt a sebességet még nem ismerjiik, de a Newton-féle mozgasegyenlet és a Hooke-torvény
felhasznalasaval konnyen ki tudjuk szamitani.
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Tekintsiik az dbrasor masodik képét, a t = t; pillanathoz tartozo allapotot! A 16késhullam ezideig ¢ = ct; utat tett
meg, mig az 6sszenyomodott anyagmennyiség jobb széle Al = vgt; szakasznyit mozdult el balra. A s6tétebb tartomany



relativ 0sszenyomoédasa:
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A deformacio kovetkeztében az 6sszenyomddott anyagban rugalmas nyomofesziiltség alakul ki, ennek nagysaga a Hooke-
torvény szerint

oc=Fe=E2,
C

Megjegyzés. A Hooke-torvény alkalmazhatosagahoz sziikséges, hogy a relativ deformacio kicsi legyen, vagyis v < ¢ teljesiiljon.
Egy acélfalnak csap6do, a hangsebességgel osszemérhets (vagy azt meghaladd) sebességgel mozgd pisztolylovedékre ez a feltétel
nyilvan nem teljesiilne, ezért az ilyen ,henger” nem rugalmas deformaciot, hanem maradando6 alakvaltozast szenved el.

A rugalmas fesziiltség hatasara az A keresztmetszetd rad F' = 0 A erével nyomja a merev falat, és a fal ugyanekkora
nagysagu ellenerét fejt ki a radra. Ez az er6 a lefékezett anyagdarabra hato eredd erd, hiszen a s6téten jelolt tartomany
jobb szélén a deformalatlan (tehét fesziiltségmentes) rész nem fejt ki erst. A t; id6 alatt lefékezett anyagmennyiség
tomege m = pActy, lendiiletének megvaltozasa tehat (abszolat értékét tekintve) AT = mwy = pActivg. Newton

torvénye szerint

|E
Ft1 =cAt; = EAU—Otl = Al = pActyvg, ahonnan c=4/—.
c 0

Ez a (sok Olvasonak bizonyara ismerds) képlet megegyezik a rugalmas kozegekben terjedd (szinuszos) longitudinalis
hullamok terjedési sebességét megadd Gsszefiiggéssel.

A 16késhullam to = ¢/c id6pontban eléri a henger jobb szélét (2. abra), ekkor a test minden része all, de a deformacio
miatt nyomofesziiltség van benne. Ez a fesziiltség a henger jobb szélének egyre nagyobb darabjat gyorsitja fel —ug
sebességre, mikdzben a mar mozgéasba hozott és a még all6 részeket elvalasztod vonal ¢ sebességgel halad balra. (Ugy
is mondhatjuk, hogy a 16késhullam a henger szabad végérdl visszaverddik.) A t = t4 = 2¢/c id6pillanatban a hengeres
rad egésze fesziiltségmentes allapotba keriil, minden darabkajanak —wvg lesz a sebessége, tehat a rad elvalik a faltol,
és deformaciomentes és rezgésmentes allapotban mozog jobbra. Ez az litkozés tokéletesen rugalmas (k = 1), hiszen
a radnak a falhoz viszonyitott (relativ) sebessége az iitkozés utan ugyanakkora nagysagd, mint amekkora el6tte volt.
Az 1itk6zés teljes idGtartama (vagyis az az idG, amig a hengeres rad a fallal érintkezett): At = 2¢/c.

Megjegyzés. A longitudinalis hullamok terjedési sebessége fémekben néhany km /s, ez nyilvan sokkal nagyobb, mint az iitk6z6
testek tomegkozéppontjanak szokasos sebességértékei. Az iitkozés ideje néhany centiméteres testeknél (példaul acélgolyoknal,
biliardgolyoknal) 10~° s nagysagrendi. Ez az id6 a szokasos koriillmények kozott elhanyagolhat6 (tehat pillanatszertinek tekint-
hetd), bar gyors elektronikus eszkozokkel jol mérhetd.

Két egyforma henger iitkozése

Vizsgaljuk most két egyforma (azonos keresztmetszetd, hosszisagu és striiségd, valamint ugyanakkora Young-
modulussal rendelkez6) hengeres rud centrélis, egyenes titkozését! A tomegkozépponti koordinata-rendszerben a rudak
sebessége ugyanakkora vy nagysagu, de ellentétes irdnytu. Az elrendezés szimmetridja miatt az iitkozési feliilet moz-
dulatlan marad, és az egyes rudakban ugyanazok a folyamatok mennek végbe, mint a merev falnak iitk6z6 rudban.
Lokéshullamok indulnak el az iitkozési feliilettSl a rudak szabad végei felé. A 16késhullamok ¢ = /E/p sebességgel
terjednek, és a rudak végérdl visszaverédve At = 2¢/c id6 alatt érnek vissza az iitkozési feliilethez. Ekkor a rudak
fesziiltségmentes allapotban, +vy sebességgel indulnak tovabb. A rudak relativ sebessége ugyanakkora az {itk6zés utan,
mint amekkora az titkozés el6tt volt (2vg). Ezek szerint az egyforma rudak titk6zése is tokéletesen rugalmas: az titkozési
szam k = 1.

Mas lesz a helyzet akkor, ha az iitkdz6 rudak hossza kiilonboz6. Alkalmasan vélasztott koordindta-rendszerbdl
nézve (ez a koordinata-rendszer nem a tomegkozépponti rendszer) az iitkozési feliilet most is mozdulatlan marad,
éppen Ugy, mint ahogy a merev falnél vagy az egymaéssal {itk6z6, egyenld hosszi rudaknal tortént. Ebben az esetben is
16késhullamok indulnak el az {itkozési feliilett6l, de azok nem egyszerre érkeznek vissza a kiindulési helyiikre. Emiatt
a rudak szétvalasanak pillanataban az egyikiikben még mechanikai fesziiltségek vannak, és ennek a rudnak az egyes
darabkai a rad tomegkozéppontjahoz képest még mozognak. (Ez a ,bels6” mozgas természetesen az litk6zés utan
id6vel lecsillapodik.) Adott kezd&sebességek és radhosszak esetén kiszamithato az titk6zési szam, és 1-nél hatérozottan
kisebbnek adodik, tehat az ilyen titkozeés rugalmatian (1asd a P. 4948. szamu kitiizott feladatot lapunk 317. oldalan).

A kiilonb6z6 hosszusagu rudak iitkézése — a szamitasok szerint — még abban az esetben is rugalmatlan, ha az iit-
k6zés nagyon rovid ideje alatt semmiféle olyan disszipativ folyamat (bels vagy kiils6 surlodéas) nem mikodik, ami
a mechanikai 6sszenergiat csokkentené. Mégis igaz, hogy az iitkozés soran a tomegkozéppontok sebességéhez tartozod
Osszes mozgasi energia lecsdkken, mert az energia egy része az itkoz6 testek valamelyikének (esetleg mindkettének)

A fenti, egyszerd modell keretei kozott kiszdmolt litkozési szamokat 6ssze lehet hasonlitani a kisérletekben mérhetd
értékekkel. Szegedi Ervin hosszikas, plexibdl késziilt téglatesteket itkoztetett légparnas asztalon. A sebesség mérését
a testekre helyezett kis zaszlokkal, fénykapukkal és szamitogéppel oldotta meg. A testek megfelel irdnyt mozgasat



(a centrélis és egyenes {itkozést) vezetGsinekkel biztositotta. (A vezetSsin és a testek sirlodasa termeészetesen sziszte-
matikus mérési hibat okozott, ami f6leg az egyenld hosszu testek {itk6zésénél volt szamottevs.) A kiilonbozs hosszisaga
testeknél mért {itkozési szamok jol egyeztek az elméleti szamitdsok eredményével.

Kiilonb6z6 anyagi és alaki testek iitkozése

Egyforma anyagu, de kiillonb6z8 méretii rudak iitk6zésénél a k {itk6zési szam annal kisebb, minél nagyobb eltérés
van az Utkoz6 rudak hossza kozott. Hasonlo jelenség figyelhet6 meg mas (pl. gébmb vagy korong) alaku testek titkozé-
sénél is, bar itt az elméleti szamitas lényegesen bonyolultabb, mint az ,egydimenzios” rudaknal. Az a jelenség, hogy
az litkdzés utan a mechanikai energia szamottevs része rezgés formajaban visszamarad, tipikusnak nevezhetd, és szinte
kikeriilhetetlen velejardja minden iitkdzésnek.

Felmeriil a kérdés: Miért létezhetnek a valésagban olyan iitkozések, amelyek — jé kozelitéssel — rugalmasnak tekint-
hetsk? Ilyen példaul egy jol felfujt focilabda iitkozése a jatékos fejével (8. dbra), a pingponglabda és a pingpongiitd
iitkozése, vagy a sinen guruld, konnyt rugokkal ellatott kiskocsik {itkdzése a fizikadran. Ezeknél az iitkozs testek nem
homogén anyageloszlasuak. A labdanal a tomeget a labda fala, a rugalmassagot a benne 1év konnyt levegs biztositja.
Ugyanez az inhomogenitas a kiskocsinal és a rugoénal is fellelhets. Ezen esetekben nem tud kialakulni olyan rugalmas
ybelsd” rezgeés (hullamzés), ami az dsszenergia szamottevs részét ,ellophatna”. De még a cikkiinkben térgyalt rudak {it-
kozése is lehet majdnem tokéletesen rugalmas, ha egy révidebb és egy joval hosszabb test titkézik ugyan, de a hosszabb
test sokkal merevebb (nagyobb a Young-modulusa, és ezzel egyiitt a benne terjeds hang sebessége is sokkal nagyobb),
mint a roévidebb péarja.




