A cikksorozat el6z6 részeiben megismertiink néhany hasznos grafalgoritmust, és lattuk, hogyan alkalmazhatok a Ne-
mes Tihameér verseny vagy az informatika OKTYV feladatainak megoldasanal. Probaljunk most az eddigiek ismeretében
megoldani egy K6MaL programozasi feladatot.

S. 86. Egy parkban azt latjuk, hogy N majom koziil az 1-es szamu egy nagyon nagy fa egyik dgaba kapaszkodik
a farkaval. A majmok a keziikkel kapcsolodhatnak méas majmokhoz tigy, hogy egy majom egy masik labat fogja. Igy
tarthatnak mas majmokat azaltal, hogy beléjiik kapaszkodnak, vagy dgy, hogy beléjiik kapaszkodnak méas majmok.
Egy majom lababa barhany majom kapaszkodhat. Szeretnénk végezni egy M masodpercig tartd vizsgalatot, amelynél
minden masodpercben egy majom szabadda teszi adott kezét, vagyis elengedi egy masik majom labat, ha eddig fogta
azt. A program szamitsa ki, hogy mikor esnek le az egyes majmok a foldre. Egy majom akkor esik le, ha az 1-es szamu
majom nem tartja kozvetett, vagy kozvetlen moédon.

A standard bemenet els§ sordban a majmok 1 < N < 200000 szama és a vizsgalat ideje 1 < M < 400000
masodperc talalhato, a kovetkezd N sor mindegyikében két szam (b; és j;), amely megadja, hogy az i-edik majom
a bal és a jobb kezével hanyadik majomba kapaszkodik. Amennyiben valamelyik szdm —1, az azt jelenti, hogy azzal
a kezével senkibe sem kapaszkodik, azzal a kezével senkit sem tart. A standard bemenet kdvetkezé M sordban az z;,
y; egészek megmutatjak, hogy a j-edik masodperchben az z;-edik majom az y;-edik kezével elengedi a fogast (1. kéz
a bal, 2. kéz a jobb). A program irja a standard output N soraba a majmok foldet érésének idejét. Az i-edik sorba az
i-edik majom foldet érésének ideje keriiljon, és —1, ha nem ér foldet a vizsgalt idGintervallum végéig.

A feladatrol természetesen azonnal lathato, hogy a majmok megfeleltehetSk egy graf csicsainak, mig a kapaszko-
dasok a cstucsok kozotti iranyitott éleknek. Roviden sszefoglalva az a feladatunk, hogy megtudjuk, a graf valamely
része mikor valt el az 1-es csicsot tartalmazd részgraftol.

Ha nagyon egyszertien szeretnénk megoldani a problémat, akkor azt mondhatnank, hogy annyi feladatunk van,
ahany kézelengedés torténik a majmok kozott. Ennek megfelelGen a grafban minden egyes él elvétele utan egy, az 1-es
cstcestol induld bejards megadja azokat a csticsokat, amelyek onnan elérhet6k. A bejaras sordn most elérhetetlenné
valt csicsok jelentik azokat a majmokat, amelyek az élnek megfelels kéz elengedésekor leestek. Sajnos ez a megoldas
nem hatékony, mivel M szami bejarasra van sziikség, mert ennyi kézelengedés volt. Bar a csicsok szdma N értékércsl
minden kézelengedéskor csokken, de legrosszabb esetben igy is el6fordulhat, hogy az algoritmus lépésszama M - N-nel
aranyos, mivel az N cstcsot tartalmazo graf bejarasa N-nel aranyos futasidét igényel.

Mindenképp jobb megoldast kell keresniink, mivel a feladatban szazezres nagysagrendi csics és kézelengedés is
el6fordulhat. Gondolkozzunk egy keveset, jarjuk korbe a problémat. ElGszor is latnunk kell, hogy a kéz altal torténd
fogas valojaban szimmetrikus viszony a majmok kozott, tehat a leendé megoldasban alkalmazott bejarasnal az iré-
nyitott éleken mindkét irdnyba kell haladnunk. Masrészt rajohetiink, hogy egy-egy él megsziintetése csak akkor jelent
igazi valtozast a grafban, ha az tobb részre valik szét. Egy Osszefiiggs részgrafon beliili él elvétele, ha a rész tovabbra
is Osszeflige$ marad, nem jelent valodi valtozast: a majmok tovabbra is egyiitt kapaszkodnak vagy esnek le. A graf
azon részeit, amelyek 6nmagukban Osszefiiggek ugyan, de nem kapcsolédnak a graf més részeihez, komponenseknek
hivjuk. Hatékonyabb megoldés volna azt megtudnunk, hogy milyen komponensekre bontjak a grafot a kézelengedések.
Ezek utan a leesés id6pontja az, amikor egy olyan komponens keletkezik, amely nem tartalmazza az 1-es cstcsot.

Gyorsabb megoldast kapunk tehat, ha az egyedi csiicsok helyett komponensekben gondolkodunk. Mivel az 0sszes
komponens csak a végén, minden kézelengedés utan alakul ki biztosan, ezért vizsgaljuk a problémét ettdl az idéponttol.
Tegyiik f6l, hogy meghataroztuk a komponenseket, azaz mindegyik csicsrol tudjuk, hogy melyik komponens része.
Nézziik most idGben visszafelé a torténteket: adjuk hozza az éleket forditott sorrendben a grafhoz. Ha olyan élt adunk
hozza, amely az adott id6pontban azonos komponensben 1évS cstcsok kozétt van, akkor a komponens nem valtozik.
Ha olyan élt hozunk létre, amely két kiilonb6z6 komponens kozott 1étesit kapcsolatot, akkor abban az idépontban
a két komponens egyesiil, innentdl kezdve (idében ezel6tt) egy komponensként kell kezelni Sket. Ha az egyesitéskor
az egyik komponens az 1-es szamu volt (amiben az l-es csics van), akkor megtudtuk, hogy mikor kapcsolodott szét
az adott komponens és az 1-es szdmu komponens. Vagyis megadtuk a komponensben 1év§ csiicsok altal reprezentalt
Osszes majom leesés idejét. Bar a feladat leirasa kiilon nem zarja ki, de feltessziik, hogy a kézelengedés a még fan
16g6 majmok valamelyikére vonatkozik. Ez azt jelenti, hogy idében visszafelé haladva két egyesiilé komponens koziil
az egyik mindig az 1-est tartalmazoé.

Kérdés tehat az, hogy lehet-e hatékonyan komponensekre bontani egy grafot? Eddigi ismereteink alapjan igen,
hiszen a szélességi vagy a mélységi bejaras megadja az adott csticsbol elérhets részgrafot, vagyis a kiindulo csics
komponensét. A feladatban induljunk ki az 1-es csticstol, és jeloljiik meg az elért csticsokat, ha az 1-es komponenshez
tartoznak. Ezutédn inditsunk a kovetkezs olyan csiicstol bejardst, amely nem az 1-es komponens része, legyen ennek
a sorszama 2-es, és igy tovabb (az aktuélis komponensszam legyen ksz). A komponensekre bontéas algoritmusa N-
nel ardnyos 1épésszamd, hiszen a teljes grafot bejarja, és a bejarasnal minden cstcs pontosan egyszer keriil be az
algoritmusban alkalmazott Sor-ba.

Eljaras Komponensekre bontéas

cs := 1 (kezdjik az elsd csiccsal)
ksz := 0 (még nem taldltunk egy komponenst sem)
Ciklus amig cs < N
ksz := ksz+l (ez egy Gjabb komponens)
Bejaras(cs) (pl. szélességi bejaras cs-tdl indulva)



Ciklus amig cs < N és a cs-edik csicsnak nincs komponense
cs := cs+l
Ciklus vége
Ciklus vége
Komponensekre bontas eljaras vége

A Bejaras(cs) algoritmusa természetesen a cs-bdl elérhetd csiicsok komponensét az aktualis ksz-re éllitja. Az
algoritmus lefutasa utan ksz szamu komponens jon létre, melyek koziil az 1-est tartalmazo kapja az l-es szdmot,
a tObbiek pedig egy-egy nagyobb értéket. A felbontashoz alkalmazott bejaras legyen példaul a szélességi bejaras.
Fontos ugy elkésziteniink, hogy az irdnyitott éleken forditott irdnyba is haladjunk, mivel a kapaszkodas szempontjabol
az él iranyitottsdga lényegtelen.

Miel6tt azonban elkészitjiik a bejarast, be kell olvasnunk és tarolnunk kell a feladatban szerepls grafot. Adott N
mellett a graf szomszédsagi matrixa N2 szamu elemet tartalmaz, ami N legnagyobb értéke esetén 4 -10'° logikai érték.
Ha minden érték 1 bitet foglal el, akkor is 5 GB sziikséges a tarolasahoz. Ez tul sok, f6leg ahhoz képest, hogy valdjaban
csak 4N élt kell tarolnunk. Valasszunk kisebb memoriafoglalast igénylé adatszerkezetet. Mivel a bejarésnal az adott
cstcstol kiinduld éleket sorban feldolgozzuk, ezért logikus pl. egy listaban elhelyezni 6ket. Minden majomnal taroljuk
a bal és jobb kéz altal fogott masik majom sorszamat, illetve egy listaba filizziik az Sket fogd majmok sorszaméat. Az
N majom adatanak beolvasasakor a kapcsolatok tarolasa és a listak folépitése N-nel aranyos lépésszamu miivelettel
elvégezhetd, hiszen 1ényegtelen a listAban a kapcsol6d6 majmok sorrendje, tehat egyszeriien mindig a lista egyik végére
fliziink. A listakat a program futasa sordn nem kell megvaltoztatnunk, csupan azt kell jelolniink a két kéz esetén, hogy
melyik mikor engedett el egy masik majmot.

A listakrol ebben a cikkben nem kivanunk kiilon sz6lni, mivel nagyon jo leiras talalhato roluk pl. ahttp://tamop412.elte.hu/tanar
online tananyagban, és természetesen mas forrasokban is. A legtébb magas szint programozasi nyelvhez vannak ki-
egészits programkonyvtarak, amelyekben készen megtalalhato a listakezelés (pl. RTL, java.util, STL). Hasonl6 médon
megtaléljuk a programkonyvtarakban a bejaras soran hasznalt Sor-t.

Foglaljuk 6ssze, hogy milyen adatokat kell tehat tarolnunk egy-egy majomrél, vagyis mit tartalmaz egy csucs:
ismerjiik a bal és jobb kezével tartott méasik majom sorszdmat, azt, hogy a két kéz mikor engedi el a masik majmot,
hogy héanyadik komponensben szerepel majd a cstcs, valamint azt, hogy mely mas majmok fogjak 6t. Ezeket az
adatokat a kovetkezs rekord/struktura tagjaiként adjuk meg:

Rekord Majom

kéz[] (kételemd tdmb - az 1. és 2. kéz altal fogott masik majom sorszama, vagy —1,
ha nem fog senkit)
eng[] (szintén kételemd tdémb - a két kéz mikor engedi el a mésik majmot, —1, ha soha)
komp (a csics komponensének szama, vagy —1, ha még ismeretlen)
lab (az adott majmot fogd majmok sorszamanak listaja)
Rekord vége

A bemenet taroldsdhoz tehat N ilyen rekordra van sziikségiink, amelyek egy majmok tOombben tarolhatok, pl.
a beolvasas sorrendjében. A bemenetben megtalalhaté tovabbi M szampér egy enged tombben tarolhatd, amelynek
elemei a szamparokat tartalmazo rekordok. A bemenet az elengedés idejének sorrendjében tartalmazza a szamokat,
tehat a tomb indexe jelenti az elengedés id6pontjat. A bemenet feldolgozésa igy a kdvetkezsképp alakul:
Eljaras Adatok beolvasasa
Beolvas: N, M
Ciklus cs := 1-t61 N-ig

majmok[cs].1lab := iires lista
majmok[cs].komp := —1
majmok[cs].eng[1] := —1
majmok[cs].eng[2] := —1

Ciklus vége
Ciklus cs := 1-t61 N-ig
Beolvas: k1, k2
majmok[cs].kéz[1] := ki1
Ha k1 # —1 akkor majmok[k1].lab.hozzaf{iz(cs)
majmok[cs] .kéz[2] := k2
Ha k2 # —1 akkor majmok[k2].1ab.hozzaf{iz(cs)
Ciklus vége
Ciklus idd := 1-t61 M-ig
Beolvas: mi, ki
enged[idd] .maj := mi
enged[idd] .kéz := ki
majmok [mi] .eng[ki] := id&
Ciklus vége
Adatok beolvasasa eljaras vége


http://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/lecke7_lap1.html

Az adatok feldolgozasa és a kezdeti értékek beéllitdsa utan kezdGdhet a Komponensekre bontéas, amelyhez a Bejaras
algoritmust még nem készitettiik el. Csak annyiban kell béviteniink a szélességi bejarast, hogy az aktualis komponens
értéket bejegyezziik minden csicshoz. A komponens —1 kezdeti értéke egyben azt is jelzi, hogy még egyik bejarasnal
sem jartunk az adott csticsban. Mivel a komponenseket az Osszes elengedés utani allapotban keressiik, ezért figyel-
niink kell, hogy csak olyan éleken haladjunk at, amelyek elengedési ideje —1 maradt, hiszen a tobbieknél ez az érték

a beolvasasnal az elengedés id6pontjara médosult, ami biztosan pozitiv.

Ciklus elem := majmok][cs].1ab els6 elemétd] az utolsod eleméig
sz := elem altal meghatarozott majom sorszama

Ha majmok|sz].kéz[1] = cs és majmok|cs].eng[l] = —1 vagy
majmok[sz].kéz[2] = cs és majmok|cs|.eng[2] = —1
akkor
Ha majmok|sz]. komp = —1 akkor
majmok[sz].komp := ksz
Sorba(sz)

Elagazas vége
Elagazas vége
Ciklus vége
Ciklus vége
Bejaras eljaras végeEljaras Bejaras(start)

Sor legyen iires

majom[start] .komp = ksz

Sorba(start)

Ciklus amig Sor nem iires
Sorbol(cs)
Ciklus k := 1-t&l 2-ig (mindkét kezet megvizsgaljuk)

Ha majmok[cs].kéz[k] # —1 és majmok[cs].eng[k] = -1 akkor

sz := majmok[cs].kez[k] (az sz sorszami majmot fogjuk)
Ha majmok[sz] .komp = —1 akkor (sz még nincs egyik komponensben sem)
majmok [sz] .komp := ksz
Sorba(sz)

Elagazas vége
Elagazas vége
Ciklus vége

Ciklus elem := majmok[cs].lab elsd elemétdl az utolsd eleméig

sz := elem altal meghatarozott majom sorszama

Ha majmok[sz].kéz[1] = cs és majmok[cs].engl[1l] = —1 vagy
majmok [sz] .kéz[2] = cs és majmok[cs].engl[2] = —1

akkor

Ha majmok[sz].komp = —1 akkor

majmok [sz] .komp := ksz
Sorba(sz)

Elagazas vége
Elagazas vége
Ciklus vége
Ciklus vége

Bejaras eljaras vége

Mivel a listadkat nem akartuk bejarni akkor, amikor a kézfogasokat elengedtiik, ezért a listakbol
nem deriil ki, hogy a kapcsolat megszakad, vagy sem. A bejaras iddigényes mivelet, mivel csak a lista
végérdl indulva lehet egyesével végiglépkedni az elemeken, amig meg nem taldljuk és ki nem toréljiik
a megfeleld elemet. Ezért amikor a bejaras a listabdl kiolvashatd sz szomszédot mutatja, akkor eldszor
meg kell keresniink, hogy az melyik kezét jelenti az sz-edik majomnak, és meg kell tudnunk, hogy tart-e
az a kéz még a vizsgalat végeén.

Bar a graf éleit részben egy listaban taroltuk, ez a helytakarékossag javitasa mellett szerencsére
nem névelte szamottevSen a komponensekre bontas futasidejét. E1l&szér is mind az N él csak egyszer
keriil a bejarasnal alkalmazott Sor-ba, és minden él listdjan csak egyszer haladunk végig. A listakban
legfoljebb kétszer szerepelhet az N csics barmelyike, ezért a végigjart listak teljes hossza legftljebb
2.-N. Igy a komponensekre bontas 6sszességében N-nel aranyos lépésszami mivelet.

Ennyi komoly eldkészitd munka utén nézzilk a végeredmény eldallitasanak moédjat. Vegylink f61 egy komple
nevli tablazatot, amelynek megfeleld sorszami helyére beleirjuk az adott komponens leesésének idejét.
Legyen ebben a tablazatban az 1-es komponensnél —1, és kezdetben legyen O a t6bbi helyen, a még ismeretlen



leesési ideji komponenseknél.

Vizsgaljuk idében visszafelé a majmok szétkapcsolddasat, ami most a graf csicsai kézétt élek létrehozasat
jelenti. Ha egy kapcsolat (kézfogas) abban az id8pontban egy komponensen beliil jén létre, akkor azzal
a komponenst nézve semmi nem valtozik. Igazi valtozas akor tdrtémnik, ha két olyan csicsot kotiink épp
Ossze, amelyek az adott iddpontban kiilonbdzd komponensben vannak. Ez most csak Ugy lehetséges, ha a két
komponens leesési ideje koéziil az egyik zérus (még ismeretlen), a masik pedig nem zérus (—1 vagy pozitiv).
Ekkor a zérus idd helyére beirjuk az aktuadlis iddpontot, vagyis az adott &l sorszamat.

Eljaras S86
komple[] =
komple[1] = —

Ciklus idd := M-t6l1 1-ig —1-esével

ml := enged[idd] .maj (a kezével elengedd majom sorszama)
k1 := majmok[ml].komp (a kezével elengedd majom komponense)
k := enged[idd] .kéz (az elengedd kéz sorszama)

m2 := majmok[ml].kéz[k] (az elengedett majom sorszama)
k2 := majmok[m2].komp (az elengedett majom komponense)
Ha komple[kl] # 0 és komple[k2] = 0 akkor
komple[k2] := idd
kiilénben ha komple[k2] # 0 és komple[kl] = 0 akkor
komple[kl] := idd
Elagazas vége
Ciklus vége
386 eljaras vége

Iddben visszafelé mindegyik kézelengedéskor a kovetkezdket tessziik: eldszdr megallapitjuk a két
csics komponensének szamat a kl és k2 valtozdkban; majd ha az egyik leesési ideje 0, akkor, a masiké
pedig ismert (vagyis az ebben az idGpontban még kapcsolddik az 1-es csicshoz) a 0 leesési id§ helyére
az aktualis idd értéket irjuk. Amennyiben az elsdvel is végeztiink, akkor minden komponens megfeleld
idével rendelkezik, és mivel minden csicsrél tudjuk, hogy melyik komponens része, igy a cslcsok leesési
idejét is ismerjiik.

Feladatok

1. Készitsiik el az algoritmus egy olyan valtozatat, ahol a csicsokba bejovs élek (vagyis a labak)
listajaba csak azokat az éleket vessziik f61, amelyek mindvégig megmaradnak. Nézziik meg, hogy mely adatok
tarolasa folosleges, és ne kezeljiik Sket.

2. Engedjiik meg, hogy a mar leesett majmok is Osszekapcsolddjanak. Ez ugyan nincs hatassal a leesés
idejére, de az algoritmusunk mikodését befolyasolja. Készitsiik el a helyes, lehetdleg hatékony megoldast
ad6é valtozatot, amelyben megengedett a majmok kézelengedése a £61ddn is. Gondoljunk arra, hogy akar
sok-sok szétkapcsolddas is lehet a leesés utan.



