I. rész

1. a) Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi kifejezés értéke x-tdl fiiggetlen:

sin® x(sin4 x+sin?z+ 2) + cos? x(cos4 x+cos’x + 2) +
sin? 2x
4

. (3sin2x+3cos2x+2).
b) Szdmoldogép nélkil adjuk meg a kovetkezd kifejezés pontos értékét:

(1 +tg137°)(1 + tg 136°)(1 + tg 135°)(1 + tg 134°). (12 pont)

Megoldas. a) A zarojeleket felbontva, majd a kifejezést alakitva:
sin®  + sin* 2 4+ 2sin? 2 4 cos® . + cos? z + 2cos® . +
+ 3sin* zcos® x + 3sin® z cos? & + 2sin® x cos® & =
= (sim2 x + cos? x)3 + (sin2 x + cos? ;v)z + 2(sin2 x + cos? :E) =14+1+4+2=4.
Az eredeti kifejezés értéke fiiggetlen x-t6l.
b) A harmadik tényezs nulla, igy a szorzat értéke nulla.

2. Oldjuk meg az egyenletet a valds szdmok halmazdn:

3 logg(z — 2) + 2 - log,(22) — 5' 72" . log, (22% — 4z) = 0. (13 pont)

Megoldas. Az egyenletnek akkor van értelme (a logaritmus miatt), ha x > 2. Atirjuk 2-es logaritmusra az egyen-
letet:
3logy(z —2)  2logy(2x) )
log, 8 log, 4
logy (z — 2) + logy(2z) — 5' 257 . log, (22% — 4z) =0,

— 5l72sinT o0, (22% — 4z) = 0,

10g2 (2,@2 — 4;3) _ 51—2sinm . 10g2 (2{[;2 .
log, (25132 — 43:) . (1 _ pl-2sinz

5172807 — 0 vagy log, (222 — 4x) = 0.

Innen 1 —
« <1 rl—2sinz 0 : . 1 x ™ o
Az els6 esetbdl b =1=25", ahonnan 1 — 2sinxz = 0, azaz sinz = ok Ebbél 1 = 5 + 2km, xo = 5 + 2nm.

Figyelembe véve az = > 2 kikotést: k € N*, n € N,

2v/6 4—26

4
A masodik esetben 222 — 4z — 1 = 0. Ennek gyokei: +T’ illetve — A negativ gyok nem megoldas, igy

5 4426
az eredeti egyenlet megoldéasai: 1 = g +2km, k € NT; 29 = FF +2nm,neN; x3 = +T\/_
3. Egy 305 tagu tdrsasdagbol elment a nék a%-a, igy a tdrsasdg létszdma %%—kal csokkent, ahol 1 < b < 305 egész
szdm. Hdny férfi van a tdrsasigban? (13 pont)
Megoldas. Jeloljiik n-nel a 305 taga tarsasagban levé ndk szamét. Ha elment a nék a%-a, akkor a tarsasig
na a
létszama 305 — 100" Ezzel az egész tarsasag létszama E%—kal csokkent, igy felirhatjuk:

na 2 na  305a 305
- = R === h ==
305 = 15g = 305 < 1oo> 100 1o0p7 remmem nE=Ty

Mivel n pozitiv egész, és b > 1 egész, tovabba 305 = 5 - 61, ezért csak b = 5 vagy b = 61 lehetséges. Ennek
megfelelen a nék szama 61 vagy 5, vagyis a tarsasdgban levé férfiak szama 300 vagy 244 f6.

4. Egy konvezx sokszog oldalainak a szdmdt megdupldztuk, igy dtléinak a szdma 400%-kal névekedett.
a) Hdny oldali az eredeti sokszdg?
b) Hdny szdzalékkal novekedett a sokszog belsé szdgeinek dsszege? (13 pont)



n(n —3)
2

Megoldas. a) Ha a konvex sokszog oldalainak szama n, akkor atloinak szama
2n(2n — 3)
2
, n# 0, tehat ebbdl bn — 15 =4n — 6, n = 9.

Vagyis az eredeti konvex sokszog oldalainak szama: n = 9.

b) Az eredeti sokszog belss szogeinek Osszege: (n — 2) - 180 = 7 - 180°.
Az 1 sokszog 18 oldala, ennek belss szogosszege: (2n — 2) - 180° = 16 - 180°.

16 - 180
Mivel =180 ~ 2,286, ezért a bels6 szogek osszege kb. 128, 6%-kal novekedett.

. Ha az oldalak szaméat meg-

duplaztuk, akkor a 2n oldald konvex sokszog atléinak szadma
n(n—3)  2n(2n —3)

. Az utobbi az elébbinek 400%-kal megnovelt

értéke, vagyis 5-szordse: b -

II. rész

5. Milyen gorbén helyezkednek el azy = x* + mx + 1 (m € R) paraboldk csicspontjai (tengelypontjai)? (16 pont)
Megoldas. A fiiggvényt teljes négyzetté alakitva:

( +m)2 m2—4
=(zx+—=) — .
4 2 4

Ezt 6sszehasonlitva az (u;v) csucspontt y — v = 2—(:10 — u)2 parabolaegyenlettel a kovetkez6t kapjuk a cstcspont
p

2
—4
koordinataira: u = —%, v=-" i A

2_4 2 2
o2t (3f e (e

2
atalakitdas utan megallapithato, hogy u = —% és v = — (—%) + 1. Ez (—%)—re masodfoki, tehat parabola,

egyenlete: y = —x? + 1.
A keresett ponthalmaz tehat parabola, egyenlete y = —z2 + 1.

6. Egy egyetem I. évfolyamdn a nappali tagozatos hallgatok 20%-a jelesre vizsgdzott analizisbdl. A levelezd tago-
zaton 30%, mig a tdvoktatdsban 10% volt a jelesek ardnya. Az egyes tagozatok létszamdrdl tudjuk, hogy kétszer annyi
tavoktatdsban részt vevd van, mint levelezd, és a nappalisok és a tdvoktatdasban részt vevdk szama egyenld.

a) Véletlenszerien vdlasztva egy hallgatot, mekkora az esélye, hogy analizis jegye jeles?

b) Ha a véletlenil vdlasztott hallgaté analizis jegye jeles, akkor mi az esélye, hogy & nappalis?

c) A b)-beli feltétel mellett mi az esélye, hogy levelezd, illetve tdvoktatdsban szerepld hallgaté az illeté? (16 pont)

Megoldas. a) A levelezss didkok szama x, a nappalis, illetve a tavoktatasban tanuloké pedig 2x.

A nappalisok koziil 0,2 - 2z = 0,42 tanuld jelest, mig 0,8 - 22 = 1,6z tanuldé nem jelest kapott.

A levelez6sok koziil 0,3z didk jelest, és 0,72 didk mas jegyet kapott.

Vegiil, a tavoktatos hallgatok koziil 0,1 - 2z = 0,2z didk kapott jelest, 1,82 didk pedig egyéb érdemjegyet.
Az Osszes hallgatok szama 5z. A kedvezs esetek szama: 0,4x + 0,3z + 0,22 = 0,9z.

A kérdezett valoszintség:

p_ k?dvezo _ 0,9z —0.18.
0Osszes 5%

b) Az Osszes jelest kapott hallgato szama 0,9z. A nappali tagozatos, jelest kapott (ami most a kedvezs eset) didkok
szama pedig 0,4x.
A valbszintség:

_ kedvez6 0,4z

4
Osszes 09z 9
¢) Tavoktatasban 0,22 didk kapott jelest, tehat

p_ 0,2x _ g
092 9
Mivel 0,3z levelez6 hallgatod kapott jelest, azért
P = 073$ = § = l_
092 9 3
7. a) Hatdrozzuk meg n — oo esetén az
_ 2n? +3n—1

an

n2+4



1
sorozat hatarértékét, s azt azn szdmot, amelytdl kezdve a sorozat elemei a sorozat hatdrértékétil %—ndl kisebb értékkel

térnek el.
b) Bizonyitsuk be teljes indukcidval, hogy 6 | n® 4 5n, ha n pozitiv egész szdm. (16 pont)
2n% 4+ 3n -1 2+2 L
Megoldas. a) A = lim anton— 1 = lim "74"2 = 2.
n—oo  n?+4 n—oo 14 2

A sorozat hatarértéke 2.

1
Meg kell allapitani, hogy milyen n-t6l kezdve lesz |a, — A| < 3007 2%a2

2n2 +3n—1 o] < 1
n2+4 200°

3n—9
n?+4

1

Elvégezve az Osszevonésokat: < —.
végezve az 0sszevon 500

3n—9 1 A 16tlensé
1A < 200" z egyenlGtlenséget
rendezve kapjuk: n? — 600n + 1804 > 0. Az n® — 600n 4+ 1804 = 0 egyenletet megoldva kapjuk, hogy ni ~ 3,02 és
ng ~ 596,98. Sorozatrol van szo, igy csak n > 597 lehet a megoldas.

b) Az allitast n = 1-re felirva: 1 + 5 = 6, ami nyilvan oszthato 6-tal, tehat n = 1-re az allitas igaz.

Tegyiik fel, hogy k = n esetén teljesiil, hogy 6 | k* + 5k.

Irjuk fel a kifejezést n = k + 1-re:

Mivel n > 3 esetén a bal oldal pozitiv, ezért az abszolut érték jele elhagyhato:

(k+1)%+5(k+1) = k> +3k> + 3k + 1+ 5k + 5 = (k® + 5k) + (3k* + 3k) + 6.

Az k® + 5k az indukcits feltétel miatt oszthato 6-tal. 3k(k + 1) a 3 miatt oszthato 3-mal, a k(k + 1) pedig két egymast
kovets természetes szam szorzata és igy oszthatd 2-vel. A kifejezés tehat harom 6-tal oszthatd tag Gsszege, igy oszthatd
6-tal.

A bizonyitast befejeztiik.

8. Az f(z) = —2® + a® (a > 0) figguény gorbéjének x tengely folotti részét kirbeforgatjuk az x tengely koriil
360°-kal. A keletkezett forgdstest térfogata az a sugari gomb térfogatdnak kétszerese.

a) Hatdrozzuk meg az a paraméter értékét.

b) Mekkora teriiletd hdromszoget vdg le a koordindtatengelyekbdl a fiiggvény x = g helyhez tartozo érintdje?
(16 pont)

Megoldas. A fiiggvény képe egy lefelé nyilé parabola, melynek zérushelyei a-ban és (—a)-ban vannak, az y tengelyt
pedig a?-ben metszi.

a) Az x tengely feletti rész x tengely koriili 360°-os elforgatottjanak térfogata:
V= w/f2(:1c) dx.

A szimmetria miatt az integralt elég kiszamitani a [0; a] intervallumban, és a kapott eredmény kétszeresét venni:

V:2ﬂ'/ (—x2+a2)2da::2ﬂ'/(334+a4—2:1:2a2)d:1::
0
0

5 31¢@ 5 2 16 5
=27 {%+a4x—2a2x—] —27T<a—+a5——a5)_ aﬂ._
0

3 5) 3 15
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A feltétel szerint ez a térfogat az a sugara gomb térfogatanak kétszerese, vagyis = ——, amibdl a* = 5 és dgy

15
a:\/g (a>0).

a a a a 3 a

b) Az 3 abszcisszaju P pont koordinatai P (5; f (5)), azaz P (5; Za2>. Az érint6 m meredeksége az x = 3

helyen vett differencialhanyados értéke. Mivel f'(z) = (—2” + az)/ = -2z, ezért m = f’ (g) =-2. g = —a.
3
Az érint6 egyenlete: y — Za2 = —a (:E — g) Ez az érint6 az x tengelyt az (z1;0) pontban, az y tengelyt a (0;y1)
A 3 2 a? . 3 2 a L . 5 2 . 5 .. .

pontban metszi, és igy y; — 1% =3 illetve 4% =—am + TR Ebbél pedig y1 = 1% valamint x, = 1° kovetkezik.

. 25

Igy a derékszogl haromszog teriilete: T = % = 3—2a3 teriiletegység.

9. Négy egész szam koziil az elsé harom egy szamtani, az utolsé hdarom egy mértani sorozat harom szomszédos eleme.
A két kézépsd szam dsszege 50, a két szélsd szdm dsszege 55. Melyik ez a négy szdm? (16 pont)

Megoldas. Legyen a négy szam: a, b, ¢, d. A feltételek alapjan:

a+c
M Lo,
(2) c? = bd,
(3) a+d=>55,
(4) b+ c=50.

Ez utobbibol b = 50 — ¢ kévetkezik. Ezt (1)-be helyettesitve: ate_ 50 — ¢, vagyis a = 100 — 3c.

A kapott eredményt (3)-ba irva: 100 — 3¢ + d = 55, vagyis d = 3¢ — 45.

A részeredményeket (2)-be helyettesitve kapjuk: ¢ = (50 — ¢)(3¢ — 45).

Rendezés utan: 4c® — 195¢ + 2250 = 0. Ennek megoldasai: ¢; = 30, c; = 18,75.

A feladat értelmében egész szamokat keresiink, igy csak a ¢ = 30 lehet a megoldés.
Igy a négy szam: 10, 20, 30, 45, amelyek megfelelnek a feltételnek.




