1. Bevezetés

A matematikai definiciot megel6legezve, diszkrét idejd dinamikus rendszerrdl beszéliink, ha a természetes szamokkal
jelzett id6pontokban a rendszer valos szammal vagy szamegyiittessel (vektorral) jellemzett allapota megadja a rend-
szer allapotat a kovetkezd id6pontban. (Szemléletiinknek jobban megfelelne a folytonos idg, de matematikai elemzése
tulmutatna a kézépiskolai kereteken.) ,Definicionkbol” logikailag az is kovetkezik, hogy barmennyi id6szakkal eldre ki
tudjuk szadmitani a rendszer allapotat. Példaul ha tudjuk, hogy ma délben hol volt a Nap az égbolton, akkor azt is
tudni fogjuk, hogy hol lesz a Nap holnap délben. Ebbdl logikailag az is kovetkezik, hogy barmennyi nappal el6re meg
tudjuk joésolni a Nap déli 12 o6rai helyzetét.

Egyszeri rendszerrdl beszéliink, ha az allapotvaltozast leird, un. dllapotegyenlet matematikailag ,egyszerd”. Talald
fizikai példa az egyszerii és a bonyolult dinamikai rendszerre: a Fold Nap-koriili palyaja, illetve az érvény. Ujabb
fogalmat definialva, azt mondjuk, hogy a rendszer elérejelezhetden viselkedik, ha a kezdallapot mérésénél elkdvetett
paranyi hiba ellenére idében elég sokaig jol (viszonylag pontosan) elére tudjuk jelezni az allapotot.

Elsé6 latasra azt gondolhatnank, hogy barmely egyszeri dinamikus rendszer viselkedése el6rejelezhet. Ebben az iréds-
ban egyszerten, de szabatosan probaljuk elmagyarazni, hogy ez csak bizonyos rendszereknél igaz; de mas, ugyancsak
egyszerd rendszereknél nincs igy. Példaul a Nap vagy a Fold helyzetének el6rejelzésénél igaz, de a kett&singanal vagy
az idGjaras nagyon leegyszertsitett modelljénél nem. A donts kiilonbséget a jelen allapotot a kovetkezd allapotba
atvive leképezés nemlinearitdsa okozza.

Ragyogo népszertsits leirast ad a témakorrsl Gleick [2]. Roviden utalunk arra, hogy a kozépiskolas Olvasé gyakran
latott mér kaotikus vagy ahhoz hasonlé dinamikaval készitett fraktdlokat, ezzel azonban csak cikkiink végén, érintéle-
gesen foglalkozunk.

2. Linearis dinamikus rendszerek

A matematikai targyalasra térve definidlunk egy diszkrét idejt, idében valtozatlan mikddésid, linearis skalaris
dinamikus rendszert. Legyen x egy [0, 1]-beli valos szam, amely a rendszer allapotat jelképezi, t = 0,1,2,... pedig
az id6pontok indexe. Linearis rendszeriink allapotegyenletét egy linearis fiiggvény adja:

(1) ZTer1 = axy + b, t=1,2,...,

ahol a és b két valos szam, és az x¢ kezdddllapot adott. Ez az éallapotegyenlet a szamtani sorozat (a = 1), illetve
a mértani sorozat (b = 0) kozos altalanositasa.
Lineéris rendszernek, ha létezik a.n. egyensulyi helyzete: x°, akkor az a leképezés fixpontja:

(2) x° =azx® +b.
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Az (1) altal leirt rendszernek csak akkor nem létezik egyensilyi helyzete, ha a = 1 és b # 0. Ez a leképezés
a jol ismert szamtani sorozat, amelynek explicit megoldasa x; = zo + bt, amely nyilvanvaléan a végtelenbe tart.
A tovabbiakban ezt altalaban kizarjuk.

! Koszonetet mondok Garay Barnabéasnak értékes megjegyzéseiért.



1. tétel. a) Ha a # 1, akkor az (1) linedris rendszer egyensilyi helyzete létezik és értéke

b) Ekkor a megoldds explicite a kivetkezdképpen adhaté meg:

(3) ry —2° = a'(xo — z°), t=1,2,....

Bizonyitas. Vonjuk ki az (1) egyenletbdl a (2) egyenletet: ;41 — 2° = a(xy — 2°). A mértani sorozat képlete
szerint adodik (3). O

A (3) segitségével érdekes megfigyelések tehetSk a linearis rendszer viselkedésérsl. a) A (3) megoldas akkor és
csak akkor korldtos, ha |a| < 1 vagy a = —1. b) a = —1 esetén a (3) egyenlet 2-ciklust ad: 1 = —x¢ + b és x2 = a9
(fiirészfog). A tovabbiakban feltessziik, hogy |a| < 1. ¢) Ekkor minden kozeli ¢ esetén x; kozel marad x°-hoz: stabilitds.
d) Az x; allapot tart x°-hoz minden x esetén: aszimptotikus stabilitds. (Mellesleg a kordbban mar kizart a = —1-re
a ¢) teljesill, de d) nem teljesiil.) e) Legyen egy masik palya y:11 = ay: + b, kivonva egymasbol a két egyenletet:
Yer1 — Te41 = alys — xp), tehat a kozelrsl induld palyak kozel maradnak egymashoz. (Mellesleg ez a tulajdonsag
a korabban mar kizart a = 1-re is igaz.)
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Az 1. tablazat a legfontosabb palyatipusokat mutatja be konkrét szampéldakon. Az attekinthetGség kedvéért az al-
lapotok értékét 3 tizedesjegyre kerekitve adjuk meg, de ennél tobb értékes jegyre szamolunk.

Szamtani sorozat: xy41 = x4 + 1, nem korlatos. Firészfog: x1 = —xy, 2-ciklus, amely stabil, de nem aszimptoti-
kusan stabil. ElttinG sorozat: xy11 = 0,524, aszimptotikusan stabil. A kezdééllapot mindhérom esetben 1.



1. tabldzat. Harom palyatipus

Id6 Szamtani sorozat Firészfog Eltind sorozat

t Tt Yt 2t

0 1 1 1

1 2 -1 0,500

2 3 1 0,250

3 4 -1 0,125

4 5 1 0,063

5 6 -1 0,031

A tovabbiak szempontjabol érdekes, hogy a lineéris leképezés mikor hagyja helyben a [0, 1] szakaszt. Az |a| < 1
eseten beliil két alesetet kell megkiilonboztetniink: 0 < a < 1 esetén a [0, 1] szakasz a [b, a + b] szakaszba képzddik le,
amely akkor része [0,1]-nek, hab>0ésa+b<1. —1 <a <0 esetén a [0,1] szakasz az [a + b, b]-be képzddik le, amely
akkor része [0,1]-nek, ha a +b>0és b < 1.

3. Nemlinearis dinamikus rendszerek

Egyszertiségiik miatt a linearis rendszerek modelljei nagyon gyakran nagyon hasznosak, de méskor tul kell 1épniink
rajtuk (v6. Simonovits [2]). Példaul olyan korlatos rendszert vizsgalunk, amely nem stabil. Ehhez sziikségiink van
egy [ fliggvényre, amely a [0,1] szakaszt 6nmagaba képezi le. A dinamikus rendszer mozgasat, az allapotvaltozast
az allapotegyenlet irja le:

(4) Ti41 = f(.It), t= 0, 1, 2, ceay T, Zo adott.

Feltehetjiik, hogy az f fiiggvény folytonos, azaz kozeli kezdGallapotokbol induld palyak az elsé idGszakban is kozel
maradnak egyméashoz. A folytonossidgnak egy specialis alakjat valasztva, feltessziik, hogy van olyan L > 0 allando,
amelyre a képpontok tavolsaga legfeljebb L-szerese a targypontokénak:

() |f(x) = f(y)] < Llz —y| minden (z,y) parra.
Lineéaris leképezésnél (5)-ben példaul L = |a| megfeleld.

Azt, hogy ez a feltevés nem minden folytonos fiiggvényre teljesiil, a [0, 1] szakaszon definialt f(x) = \/x négyzetgyok-
fliggvény példaja mutatja. Valoban, az x = 0 és y # 0 pontpar esetén a kép- és a targypontok tavolsdganak az aranya,
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a 0 kozelében nem korlatos.
(4)-ben egymaés utan elvégezve a behelyettesitéseket, a t-edik idgszak éallapota elvileg egyszeri fliggvénye marad
a kezdgallapotnak, de a linearis esettel ellentétben, dltaladban nincs explicit megoldas. Teljes indukcidval (5)-b6l konnyen
levezethetd, hogy a szomszédos (egyméashoz kozeli xg kezdGértékkel rendelkezs) palyakra teljesiil

(6) lye — 24| < Lilyo —xo|,  t=1,2,...,T.

Ha csak adott T-ig vagyunk kivancsiak az eltérésre, akkor akarmilyen nagy is L, (6) jobb oldala is korlatos marad.
Ahhoz viszont, hogy akarmekkora T-re korlatos maradjon az eltérés, (6) értelmében az L < 1 egyenl6tlenséget kellene
feltenniink. Megelégsziink egy lazabb definici6val.

Eldrejelezhetdségrdl beszéliink vagy azt mondjuk, hogy a rendszer érzéketlen az xy kezdGértékre, ha megfelelGen
kozeli kezdGallapotbol induld palydk mindvégig megfelelGen kozel maradnak. Példaul mégha 1 perc hibaval mérjiik
a delet, akkor sem veszitjiik szem elél a Nap pélyajat az égbolton vagy a Fold palyajat a Nap koriil. Ugyanilyen jol
elérejelezhetjiik az agyabol kil6tt golyd palyédjat.

A linearis rendszerekben bevezetett egyensilyi helyzet altalanosithaté a nemlinearis rendszerekre. Képletben: z°
egyenstlyi helyzet, ha z° = f(2°). Hamarosan latni fogjuk, hogy adott rendszernek létezhet tobb egyensulyi helyzete
is.

Mar a lineéris rendszer targyaldsakor lattuk, hogy egy egyenstlyi helyzet vagy stabil vagy instabil. Matematikai
szabatossagrol lemondva, azt mondjuk, hogy az z° egyensulyi helyzet lokdlisan stabil, ha minden, hozza elég kozeli
kezdgallapotbol induld palya kozel marad. Mar a linearis esetben utaltunk az erdsebb stabilitas fogalomra is, amelyet
lokdlis aszimptotikus stabilitasnak neveziink: a kozeli kezddallapotbol indulé palyak nemcsak kozel maradnak, hanem
aszimptotikusan tartanak az egyensulyi helyzethez. Globdlisan aszimptotikusan stabilnak nevezziik a rendszert, ha
az aszimptotikus kozelités tetszGleges kezdeti allapotra igaz. (Példaul a pincér talcajan billegs tanyér helyzete csak
lokalisan stabil, de globélisan nem.)

Ha (5)-ben L < 1 &ll, akkor a leképezést kontrakcidnak (zsugoritasnak) nevezik, s ez szavatolja az egyensulyi helyzet
egyértelmiiségét és globalis aszimptotikus stabilitasat.

Ko6nnyd belatni, hogy a lineéris rendszerekhez hasonl6an a nemlinearis rendszerekben is igaz a kovetkezd allitas:



2. tétel. Ha egy egyensulyi dllapot stabil, akkor a (4) rendszer dsszes pdlydja érzéketlen az egyensilyhoz kiozeli
kezdeti feltételekre.

Bizonyitas. Valoban, a két palya tavolsaga
Yy —xp =y —a° +a° —ay
alapjan becsiilhets:
(7) lye — x| < ye — 2| + 2° — a4
A stabilitas miatt (7) jobb oldalan mindkét tag kicsi, tehat Osszegiik is az. O

Talédn a legegyszertibb nemlinearis fiiggvény a logisztikus fiiggvény, és az altala létrehozott dinamikus rendszer
kivalo gyakorloterep a vizsgalatokra:

(8) ZTip1 = ax(l — ).

Konnyt belatni, hogy 0 < a < 4 esetén a logisztikus leképezés a [0, 1] szakaszt a [0, 1] szakaszba képezi le.

A kovetkezdkben e leképezés paraméter-intervallumat leszikitjiik: 1 < a < 4, s az altala definialt dinamika egyen-
silyi helyzetét és stabilitasat, illetve annak hidnyat elemezziik.

Helykimeélés céljabol kozos tdblazatban mutatjuk be a négy kiilonbéz6 paraméterértékre, de azonos kezdGértékre
vonatkozo dinamikéat (az 5 paraméterérték a tablazatban lathato). Az x;(a) jelolés a paramétertdl valo fiiggésre utal.
A palyak elnevezése csak késébb valik vildgosabba.

2. tdbldzat. Kiilonbo6z6 paramétert logisztikus palyak

Aszimptotikusan
Id6  stabil 2-ciklikus 3-ciklikus Kaotikus
t It(2) It(3,2) It(3,839) $t(4)
0 0,140 0,140 0,140 0,140
1 0,241 0,385 0,462 0,482
2 0,366 0,758 0,954 0,999
3 0,464 0,587 0,168 0,005
4 0,497 0,776 0,535 0,022
5 0,500 0,557 0,955 0,084
6 0,500 0,790 0,165 0,309
7 0,500 0,531 0,529 0,853
8 0,500 0,797 0,956 0,500
9 0,500 0,518 0,160 1,000
10 0,500 0,799 0,516 0,000
11 0,500 0,514 0,959 0,000
12 0,500 0,799 0,152 0,000
13 0,500 0,513 0,494 0,000
14 0,500 0,799 0,960 0,001
15 0,500 0,513 0,149 0,003

A 2. tdbldzat 1. palyaja aszimptotikusan stabil, méar a ¢ = 5 idG@szakban eléri az egyensulyi helyzetet (legalabbis
az els6 3 tizedesjegyben). Ezt altalanositja a

3. tétel. a) 1 < a < 4 esetén a (8) logisztikus rendszer egyensilyi helyzete
a—1

° — 0,1).
T " €(0,1)

b) 1 < a < 3 esetén az x° egyensilyi helyzet — kivételes kezdddllapotoktol eltekintve — globdlisan aszimptotikusan
stabil, 3 < a < 4 esetén nem.

Bizonyitas. a) pontja trivialis, a b) pontja is igazolhato, de ettd] eltekintiink. O

Valéjaban a logisztikus leképezésnek még egy egyenstilyi helyzete van, a trivialis 0 pont, ettél azonban eltekintiink.
Nemcsak az onnan, de az 1-bé&l indulé palya is 0-ba ugrik, és ott is marad.

A természetben szamos dinamikus rendszer pélyaja ismétlédik. Példaul a Nap koriil kerings Fold (kerekitve)
365 naponként visszatér eredeti helyzetébe. A szivverés és a légzés is periodikus. Diszkrét ideji rendszerben egy
P > 1 természetes szam esetén P-ciklusrol beszéliink, ha az f leképezés hatasara keletkezs () palya P idészakonként
ismétlédik. Formalisan: az (z1,22,...,zp) vektort P-ciklusnak nevezziik, ha teljesiil a kdvetkezs egyenlGségsorozat:

o = f(i[:l), ey rp = f({EP_l) és xr1 = f(i[:p)



Ebbél kovetkezik, hogy folytatéskor tetszéleges természetes k-ra xpgyr = -, r = 1,2,..., P. Elfajult eseteket kiza-
rando feltessziik, hogy a nevezett vektor minden eleme kiilonbozé.

A linearis esetben mar talalkoztunk a fiirészfog-ciklussal. Ez a ciklus az egyenesnek az origéra vald tiikkrozésébdl
adodik, és nem tul érdekes. Annal érdekesebb viszont a 2. tablazat 2. palyaja, amely a t = 12. id6szakban visszatér
a két idGszakkal korabbi helyzetébe, és ez rendiiletleniil ismétlédik. Ezt fejezi ki altalanosabban is a

4. tétel. A (8) logisztikus leképezésnek van 2-ciklusa, ha 3 < a < 4.

Bizonyitas. Egyeldre tegyiik {61, hogy valéban van 2-ciklus, jele (z1,z2). Ekkor igaz, hogy
o =ax1(l—x1) és x1 = axe(l — x2).
Behelyettesitve a masodik egyenletet az elsGbe (vagy forditva):
T, = a[axr(l - xr)] [1 —az,(1— xr)], r=1,2.

Negyedfoku egyenletet kaptunk, amelynek egyik gyoke x3 = 0, a méasik gyoke a 3. tételbeli fixpont: 24 = (a — 1)/a.
Elhagyva az indexet, elGszor elosztjuk az egyenletet x-szel:

a*z® —2a*2® + a*(1+a)z +1—a® = 0.
A kapott harmadfoka egyenletet (z — x4)-gyel osztva, egy masodfoku egyenletet kapunk:
a*z? —ala+1x+a+1=0.
Az ismert megoldoképletet alkalmazva megkapjuk a feltételezett 2-ciklust:

(a+1)x+/(a+1)(a—3)

9 p—
9) 1.2 2a

A megadott paraméterszakaszon 0 < x12 < 1.

Figyeljiik meg, hogy ha feliilr6l kozelitjiik a = 3-at, akkor a 2-ciklus mindkét eleme az elting diszkriminans
miatt az éppen instabilla valé egyensulyi helyzethez tart. Forditva haladva, azt mondjuk, hogy az egyensilyi helyzet
kettédgazik. |

Megjegyzések. 1. Magasabb matematikai eszk6zokkel belathato, hogy 3 < a < 1+ V6 = 3,44 .. esetén a kivé-
telektdl eltekintve, akadrmilyen kezdSallapotbdl inditsuk is e rendszert, a palya aszimptotikusan tart az itt megadott
2-ciklushoz. Az egyensulyi allapot azonban instabil, és kivételesen itt érzékenyen fiigg a pélya a kezddfeltételtsl.

2. Természetesen figyelembe kell venni, hogy (x2, 1) is geometriailag ugyanezt a 2-ciklust adja meg, mint (x1,x2).

2. példa. Ha a paraméterérték novelése miatt a (9)-beli 2-ciklus instabilla valik, akkor (8)-nak még létezik méas
ciklusa is, csak nincs ra explicit képletiink. A 2. tablazat 3. palyaja egy 3-ciklushoz tart, amelynek pontjai 6 tizedes-
jegyre:

x1 =0,149888; x2 =0,489172 és x3=0,959299.

S6t, ez a ciklus globalisan stabil: kivételes kezdGértékektdl eltekintve, az Gsszes palya ratekeredik e ciklusra.

Egy megleps tétel (Sarkovszkij, 1963) szerint a 3-ciklus létezésébdl kovetkezik, hogy akarmilyen P > 1 egészre
P-ciklus is létezik. Persze, a 2. példaban ezek a ciklusok a 3-ciklus kivételével instabilak. Az 1. dbra azt mutatja meg,
hol helyezkedik el a rendszer a 100. id6szakban, ha egymaés utan a [0, 1] szakaszon egyenletes tavolsagban elhelyezkedd
99 pontot valasztjuk kezdsallapotnak: x¢o = 0,01; 0,02; ...; 0,99. Az 1. abra tanusaga szerint a 99 palya mindegyike
a 100. id6szakban méar az 1., a 2. és a 3. cikluspont valamelyikéhez olyan kozel ért, hogy az eltérés szabad szemmel
mar nem is lathato: globalis stabilitas. (Ez a konvergencia mar 20 idgszak alatt is majdnem végbemegy.) Ugyanakkor,
ha azt kérdezziik, hogy a 3 pont koziil melyik kozelébe ér az adott kezddallapotbol indulé palya a 100. idészakban,
akkor nagyon bonyolult a valasz. Az igy osztalyozott kezdallapotok a [0, 1] szakaszon szeszélyesen helyezkednek el.
Ezeket a halmazokat nevezte el 1985 koriil Mandelbrot fraktdlnak, de mar 1830 koriil megjelentek a matematikidban,
csak sokaig buvopatakként csordogaltak.
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1. d@bra. Melyik cikluspont kézelében lesz a rendszer a 100. id6szakban?

4. Kaotikus viselkedés

Van, aki mar a 2. példat is kaotikusnak nevezi (erre utal a ,3-ciklus kdoszt implikal” Li—Yorke-tétel, 1973). Mi
azonban szigorubbak vagyunk, ebben az esetben csak dtmeneti kdoszrol beszéliink, hiszen véges idén beliil a stabil
ciklus kérnyékére érve a tovabbi it mar elSrejelezhetd.

A kovetkezSkben mér valoban megérkeziink a cimben szerepls kaotikus viselkedés vilagédba. Nemcsak azt latjuk
be, hogy a = 4-re a logisztikus rendszer mindeniitt érzékeny a kezdéfeltételre, azaz elérejelezhetetlen, hanem tovabb is
lépiink: akadrmennyi idg eltelte utan megmarad a hatarozatlansag, azaz a tovabbi palya érzékenyen fiigg az x; allapottol.
A 2. tablazat 4. palyaja valoban szeszélyesen viselkedik: 3 tizedesjegyre kerekitve (de tobb tizedesjeggyel szamolva),
a palya a t = 9 idGszakban 1, utdna 4 id&szakon keresztiil a trivialis egyensulyi helyzetben (legalabbis annak nagyon
kozeli kornyezetében) rejtézik, majd a 14. és a 15. idGszakban djra néni kezd. Ez is a kezdeti értéktsl valo érzékeny
fligg6séget mutatja.

5. tétel. Az xy11 = 4a(1 — x4) leképezés esetén a dinamika mindenitt érzékeny a kezddfeltételre.

Bizonyitas. A dinamikat az z; = sin® ¢, transzformacio segitségével vizsgaljuk meg. Felhasznalva a sin2p =
2sin ¢ cos p képletet, egyszert szamolassal adodik sin? ¢, 1 = sin? 2, azaz elhagyva a 27 vagy tobbszorosnyi eltéreé-
seket,

Sﬁt+1 = 2%0,5

Legyen a szomszédos palya yi11 = 4y:(1 — y¢). Az yp = sin? oy jeloléssel,
’l/}t+1 = 2’1/),5

A két szogdinamika eltérése 0 < ¢ — pp < 7 esetén VY11 — w1 = 2(r — 1) stb. az L = 2 éles korlat miatt a dinamika
kaotikus.

Az 1. abran szerepls 99 kezddallapothol inditva kaotikus rendszeriinket, még a 100. idGszakra sem vilagos, hol lesz
a rendszer.



Hol van a rendszer t=100-ban?
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2. dbra. Hol lesz a kaotikus rendszer a 100. idészakban?

Az, hogy altaldban milyen bonyolult kérdésrsl van sz, jol mutatja, hogy nem tudjuk megmondani, hogy a = 4-en
kiviil mikor kapunk még kaotikus viselkedést. Csak az ismert, hogy a kaotikus palyat ado a paraméterek "sokan"
vannak, és a [3,57 ..., 4] szakaszon helyezkednek el.

Természetesen sok mas kaotikus rendszer 1étezik, példaul az tn. sdtorleképezés, ahol

2z, ha 0 <x<1/2;
f@) = /
2—2z, hal/2<az<1.

5. Osszefoglalas

Ebben a cikkben a diszkrét ideji skalar dinamikus rendszert tanulmanyoztuk. Megvizsgaltuk az egyensulyi helyzet
létezését és stabilitasat. Példat mutattunk 2- és 3-ciklusokra. Végiil bemutattunk egy olyan rendszert, amely el6re-
jelezhetetleniil miikodik: kaotikusan viselkedik. A lehetd legegyszeriibb rendszerekre szoritkoztunk, s eltekintettiink

a tobbvaltozos, tobb iddszaki késleltetést rendszerek elemzésétsl. A folytonos idejd rendszerek vizsgalata is fontos
lenne, de meghaladné kereteinket.
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