Az el6z6 szamokban megjelent cikkekben megvizsgaltunk néhény olyan feladatot, amelynek abrazolasa grafokkal
tortént, és a megoldashoz grafok kiilonféle bejarasait alkalmaztuk. A most kévetkezs részben egy olyan hétkdznapi,
gyakorlati problémat vizsgidlunk meg, amely szintén reprezentalhat6 grafokkal, és a megoldast is egy grafalgoritmus
adja.

1. probléma. Adott egy térkép, amely helységeket és az azokat 0sszekots autoéutakat abrazolja. Ismerjik a térkép
alapjan, hogy mely helységek kozott vannak utak, illetve hogy az egyes utak milyen hossziak. Adjuk meg az utak egy
olyan sorozatat (ha van), amely egy kiindulési helyrsl valamely cél helyre vezet, és a lehet legkevesebb az igy megtett
utak Osszes hossztisaga.

2. probléma. Egy orszag varosai kozott repiiljaratokkal lehet kozlekedni. Tudjuk, hogy mely varosok kozott
vannak jaratok, illetve hogy ezek a jaratok mennyibe keriilnek. Adjunk meg egy olyan utvonalat (ha van), amelyen
a lehetd legkevesebb koltséggel lehet eljutni az Start varosboél a Cél varosba.

Mindkét problémanal nyilvanvalo, hogy grafokrol van szo, és a feladat egy optimalis itvonal megkeresése két
adott cstcs kozott. A graf annyiban kiilonbozik a korabban megismertektsl, hogy minden élhez tartozik egy szam,
amelyet az él sulydnak szokds nevezni. A konkrét feladattol fliiggSen a két csiics kozotti sily leirja, hogy mennyi
id6be, faradsagba, pénzbe keriil az egyik csicsbél a mésikba torténd atlépés. Mi most feltessziik, hogy ezek a silyok
mind nemnegativ ertekek[] Mivel a helységek kozotti autoutak kétiranyuak, ezért az els probléma grafja iranyitatlan.
A masodik problémat leird graf iranyitott, hiszen sokszor elGfordul, hogy két varos kozott csak az egyik irdnyba van
jarat, vagy van oda-vissza jarat, de nem ugyanannyiba keriil.

A problémaéinkat egyszert grafokkal tudjuk leirni, amelyek nem tartalmaznak hurokélt vagy tobbszoros élt. Va-
lasszunk a graf abrazolasahoz elszor egy szomszédsagi matrixot. Elstlyozott grafoknal annyiban médosul a matrix,
hogy nem csak a két csics kozotti kapcsolat meglétét vagy hianyat lehet kiolvasni bel6le, hanem a sily értékét is.
A matrix i-edik sordanak j-edik eleme az i-edik csicsbol a j-edikbe vezets €l silyat tartalmazza. Két kiegészitést kell
tenniink: egyrészt az (i,4) él értéke legyen nulla (a helyben maradés nem jelent koltséget), illetve ha két cstcs kozott
nincs él, akkor a koltség/tavolsag/ids legyen végtelen nagy.

Vegyiik példaként a kovetkezs grafot és a hozza tartozd matrixot:
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A feladatunk tehat egy legkisebb koltségii utvonal meghatarozasa két cstucs kdzott. Nézziik, hogy mit tudunk tenni
az eddig tanultak alapjan. A korabban megismert szélességi és mélységi keresés segitségével felfedeztiink egy ttvonalat
(amennyiben volt ut) a cél cstcsig, vagy a kiindulo csticsbol elérhetd részgraf bejarasa utan megtudtuk, hogy a cél
csucsba nem tudunk eljutni. A szélességi keresés egy legrovidebb utat adott meg a két csics kozott. I[gazabol most is
valami hasonléra volna sziikség, csak a két csics kozotti ,tavolsagot” nem az dtvonalon érintett élek szama, hanem
az élek silyanak Gsszege hatarozza meg. A szélességi keresést probaljuk meg tgy modositani, hogy ne a Start cstucstol
valo tavolsag, hanem a Start cstcstol vett koltség Gsszege legyen meghatarozé a bejarasnal.

Induljunk el a Start csicsbdl, és valasszuk a legkisebb koltségd élt. Ha ezzel szerencsés esetben elértiik a Cél-t,
akkor készen vagyunk, és biztosan a lehetd legkisebb koltségt utat valasztottuk. Ha nem értiink célba, akkor mérjiik
fol, hogy a Start csicsbol, valamint az el6bb elért csicsboél elérhetd csicsok koziil melyikhez vezet a legkisebb koltségi
it a Start csiicsbol, és azon haladjunk tovabb. Ha most elértiik a Cél cstcsot, akkor a valasztasunk miatt az titvonal
optimalis koltségti. Ha az elért csics most sem a Cél, akkor most mar a harom cstcsbol 1épiink tovabb, és megint
azon az élen, amelyen a Start csticsbol a legkisebb koltséggel jutunk el egy eddig még el nem ért csicshoz. Ezekkel
a lépésekkel a Start cstcsbol elérhetd részgraf minden cstcsahoz eljutunk, és ha kdzben a Cél csicshoz ériink, akkor
azt egy legkisebb koltségi dton tessziik.

Az algoritmust el6szor Edsger Wybe Dijkstra, holland informatikus fogalmazta meg 1956-ban. Egyrészt jol lathato,
hogy ha a stlyokat azonos értéknek valasztjuk, akkor magat a szélességi keresést kapjuk. Masrészt ha nem csak egy
cstucshoz, hanem a Start csiicstol az Osszes elérhetd csicshoz vezets legkisebb koltségt utakra vagyunk kivancsiak,
akkor az algoritmus megadja azokat, ahogyan a szélességi bejaras is megadta az Osszes elérhetd csicshoz az egyik
legrovidebb utat.

LA feladatok egy részénél természetesen el6fordulhatnak negativ értékek, pl. egy domborzati térképen a a folfelé mozgas pozitiv, mig
a lefelé mozgés negativ sulyt jelent, vagy egy jaték kiilonboz6 helyzetei kozott a jatékosok nyernek vagy veszitenek pontokat.



A Dijkstra-algoritmus miikddése soran tehat elindulunk a Start cstcsbol, majd fokozatosan olyan csticsokhoz ériink
el, amelyekhez az oda vezet$ Gt optimélis. Az igy elért csucsok olyan részhalmazat alkotjak a graf Osszes csicsanak,
amelynek cstcsaihoz mar ismeriink egy optimalis utat. Az algoritmus minden menetben kivilasztja a halmazbol
kozvetleniil elérhets, de még azon kiviili csticsok koziil a legkisebb koltséggel elérhets csucsot. A valasztashoz tudnunk
kell, hogy mely cstcsok vannak a halmazban, amit legegyszertibben most is egy logikai tombben tarolhatunk (jartunk).
Ezen kiviil tudnunk kell még, hogy a halmazon kiviili csicsok koziil melyik mekkora koltséggel érhets el a Start
csucstol. Ehhez folvesziink egy d tombot, amely minden csicsra megadja, hogy a keresés soran szerzett informaciok
alapjan az adott cstics milyen koltségt uton érheté el. Kezdetben a d tombben a Start csicshoz 0-t, a tébbi helyre
oo-t frunk. Amikor bévitjiik egy csiicesal a halmazt, akkor a d tomb értékeit a halmazon kiviili elemekre modositjuk,
hiszen lehetséges, hogy azokhoz az aktualis csticson at vezet egy kisebb koltségid ut. Nézziik tehat az algoritmust,
amely egy m maétrixszal adott, N cstcsot tartalmazo, élsulyozott grafban megkeresi a Start cstcsbol a Cél cstcsig
vezet$ optimalis utat.

Dijkstra-algoritmus (m, N, Start, Cél)

d[] :=
jartunk[] := hamis
d[Start] := 0
Ciklus

min := o0

Ciklus cs := 1-t6l N-ig
Ha nem jartunk[cs] és d[cs]<min akkor
min := d[cs]
csiics := cs
Elagazas vége
Ciklus vége
Ha min<oo akkor
jartunk[csics] := igaz
Ciklus cs := 1-t6l N-ig
Ha nem jartunk[cs] és d[cs]>d[csics]+m[cstcs] [cs] akkor
d[cs] := dlcs]+m[csics] [cs]
Elagazas vége
Ciklus vége
Ciklus vége ha min=oco0 vagy csucs=Cél
Dijkstra-algoritmus vége

Az algoritmus eredményét a d tablazatban talaljuk. A tablazat Cél csucsnak megfelels értéke adja az oda vezets
legrovidebb ut hosszat, vagyis a keresett legkisebb értéket. Amennyiben nincs ut, akkor az érték végtelen marad.

Erdemes még egyszer atgondolni, hogy a Dijkstra-algoritmus a szélességi keresés egy modositott valtozata, és
meglatni a kozottiik 1évs hasonlosagokat és kiilonbségeket. Ebben segitenek a kovetkez6 kérdések és feladatok:

1. Adjuk meg pontosan, hogy a Dijkstra-algoritmus fenti véltozataban mit tartalmaznak az algoritmus lefutasa
utan a d tomb elemei?

2. Hogyan kellene médositani az algoritmust, hogy a Cél csticshoz vezetd utat is megkapjuk?

3. Hogyan valtoztassuk meg az algoritmust, ha minden a Start cstcstél elérhetS csicsra szeretnénk megismerni
az oda vezetd optimalis ut hosszat?

4. Hogyan valdsitja meg a szélességi keresés Sor-at a Dijkstra-algoritmust?

5. Adjunk becslést a 3. feladat szerint modositott algoritmus lépésszéméra N fiiggvényében.



