1. A=1{1,2,3,4}, B=1{1,2,3,4,5,6,7,8}.

a) Hiny f: A — B fiiggvény létezik?

b) Ezek kozil hdany olyan van, amely szigorian monoton névd?

c) Az a) pontban tekintett dsszes fiigguény kozott hdiny olyan van, amelynek értékkészlete pontosan hdrom elemet
tartalmaz? (12 pont)

Megoldas. a) Az A halmaz minden eleméhez a B halmaz barmelyik elemét rendelhetem, azaz nyolc elem koziil
valaszthatok. Mivel az A halmazban négy elem van, a fiiggvények szama: 8* = 4096.
b) Ilyenkor az értékkészlet négy elemti. A B halmazbol tetszélegesen valasztott négy elem esetén a szigoriuan

8
monoton novd fliggvény egyértelmien meghatarozott. A keresett fiiggvények szama tehat: ( 1) = 70.
¢) Ha az értékkészlet harom elemi, akkor az A halmaz két eleméhez ugyanazt rendeljiik, a masik kett6nek az
4
értéke viszont ettdl és egymastol is kiillonbozs. Kivélasztjuk A azon két elemét, melyek értéke azonos lesz, ezt (2) =6

féeleképpen lehet megtenni, hozzajuk a B halmazbdl nyolc féle elemet rendelhetiink. Az A halmazb6l a maradék két
elem koziil a kisebbhez hét, a nagyobbhoz hat féle szamot rendelhetiink a B halmazboél. Tehat a keresett fliggvények

szamas: (;L) -8-7-6 =2016.

2. a) Osszuk fel az 1-et négy nemnegativ részre ugy, hogy a részek szamtani sorozatot alkossanak. Milyen nagy lehet
a sorozat differencidja?

b) Osszuk fel az 1-et négy részre gy, hogy a részek 2 hdanyadosi mértani sorozatot alkossanak. Mennyi a sorozat
elsd eleme?

c) Osszuk fel az 1-et négy részre gy, hogy a részek mértani sorozatot alkossanak. Milyen nagy lehet a sorozat
hanyadosa? (12 pont)

Megoldas. a) Jelolje a szamtani sorozat elsé elemét a, a differenciat d. Ekkor a > 0. A feltétel szerint 1 =

1 1 1 3 1
4a + 3 -4 -3d, azaz 1 > 6d, tehat 6 >désa= 1 §d' Ad= 3 eset is lehetséges, ekkor a = 0.
1
b) Legyen a sorozat elsé eleme g. Ekkor 1 = g(2* — 1) = 15¢, azaz g = T

c¢) Jelolje az els6 elemet g, a hanyadost pedig g. Most ¢ > 0, igy g > 0. A feltétel szerint 1 = ¢

41
g T ahonnan

1 1
— =@+ ¢ +q+1 < 4¢3 ha ¢ > 1. Mivel g-r6l csak annyit kotottiink ki, hogy pozitiv, — akarmilyen nagy lehet.
g g
Innen pedig kovetkezik, hogy a mértani sorozat hanyadosa is akidrmilyen nagy lehet.
3. Adjuk meg az f(x) = x + Va2 — 4 fiigguény értelmezési tartomdnydt és értékkészletét. (13 pont)

Megoldas. A fiiggvény értelmezési tartoménya a —2-nél nem nagyobb, illetve a 2-nél nem kisebb szamok. Vizsgal-
juk meg, hogy az y = x + /22 — 4 paraméteres egyenletnek milyen y-ra van megoldasa. Rendezve: y — x = /22 — 4.
Az x? > 4 feltételt teljesité szamok adjak a jobb oldal értelmezési tartomanyat, és csak olyan x értékek adhatnak

megoldast, melyekre y > x. Elvégezve a négyzetre emelést, rendezés utan az y° +4 = 2yx egyenletre jutunk. Ennek (és
2 2

4
v+ . Figyelembe véve az y > x feltételt, 0 > Y Ennek

az eredetinek) y = 0 esetén nincs megoldasa, tehat z =

Y
megoldésa: —2 < y < 0 vagy 2 < y. Ezekhez az y értékekhez tartozé z-ek megoldasai a feladatnak, igy megkaptuk
az értékkeészletet.

4. Keressiik meg az aldbbi fiigguény minimumhelyét:

fz) = a2+x2+\/(b—x)2+c2, ahol a,b,c,z € RT.

(14 pont)

Megoldas. A feladat szovegébd6l nem kovetkezik, hogy geometriai szélsdérték problémdval van dolgunk, de a ,Pithagorasz-
tétel gyanus” kifejezések latvanya, és a feladatban szerepld pozitiv paraméterek orientaljdk a megoldast.



Vegyiik fel az AC' = b hossztusagi szakaszt, annak végpontjaiban, AC-re merdlegesen, az AC egyenes kiilonbozé
partjan az AD = a és a C'E = ¢ hosszusigu szakaszokat. B pont végigfut az AC félegyenesen. Legyen AB = .
Ekkor f(z) éppen az ADB és a BCE derékszogl haromszogek atfogoinak osszege. E két szakasz Osszege pedig
(a haromszog egyenlGtlenség miatt) B minden helyzetében nagyobb, vagy egyenls, mint a DE szakasz. EgyenlGség
akkor és csak akkor van, ha a B pont éppen az AC és a DFE egyenesek metszéspontja. Tehat ekkor minimalis a fligg-
vényérték. Ezutan az ADB és BCE derékszogt haromszogek hasonlosagabol kiszamithato x értéke: a : x = ¢ : (b—x),
ab

a+c

ahonnan x =

II. rész

5. Adjunk meg 13 darab pozitiv egész szamot gy, hogy a medidinjuk 2, az dtlaguk 2000 legyen. Létezik-e ilyen
sokasdg, ha azt is megkoveteljiik, hogy egyetlen modusza legyen, aminek értéke

a) 1;

b) 2;

c) 1514;

d) 60007

e) Mennyi lehet maximum a mddusz? (14 pont)

Megoldas. A feltételek szerint a nagysag szerint rendezett minta hetedik eleme 2, az elemek Gsszege 13 - 2000 =
26 000.

a) Ha az egyetlen modusz az 1, akkor példaul kielégiti a feltételeket a kovetkezd szamsorozat: 1; 1; 1; 1; 1; 1; 2; 2;
2; 2; 2; 12992; 12992.

b) Ha az egyetlen modusz a 2, akkor példaul kielégiti a feltételeket a kovetkezs szamsorozat: 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2;
2; 2; 25 2; 25976.

¢) Ha az egyetlen modusz az 1514, akkor példaul kielégiti a feltételeket a kovetkezs szamsorozat: 1; 1; 1; 1; 2; 2; 2;
1514; 1514; 1514; 1514; 1514; 18 420.

d) A szamok kozott az 1-es és a 2-es koziil legalabb az egyikbol négy darab van. Ha az egyetlen modusz a 6000,
akkor abbdl legalabb 6tnek kell lennie, de akkor a szamok Gsszege méar tébb, mint 26 000, ami ellentmondas.

e) Nem lehet a szamok kozott hat darab 1-es, mert akkor a keresett szdm nem az egyetlen moédusz. Ot darab 1-es
mellé hat egyforma elem kell, és ennek maximuma biztos kisebb, mint ha csak 6t nagy szam kell, és az egyik 1-est
2-esre cseréljiik. Ebbd] kovetkezik, hogy az els6 hét szam Osszege legalabb 4 - 1 4 3 - 2 = 10. Nézziik meg, hogy ezt
26 000-bé6l kivonva, mi a legnagyobb szam, ami még 6tszor valaszthatd. Ez az 5198. Ekkor azonban a 13. értéknek
0-nak kellene lennie, ami lehetetlen. A maximélis médusz tehat az 5197, ami j6 is. PL.: 1; 15 1; 1; 2; 2; 2; 5; 5197; 5197,
5197; 5197; 5197.

6. Egy gyalogos a héval boritott mezd A pontjdban van, 3 kilométernyire a BC egyenes 1uttol (az Abran AB = 3 km,
BC =10 km).

B 10

v QQ

3
A

Az orszagiuton a gyalogos kétszer akkora sebességgel halad, mint a hémezén. Mely D pontban kell kimennie a gya-
logosnak az titra, hogy a legrévidebb idd alatt jusson C-be? (16 pont)



Elsé megoldas (paraméterezés). Legyen BD = x, ekkor DC =10 — z, AD = /22 + 9.

2+9 10—
Ha a gyalogos sebessége a homezon v, az orszagiton 2v, akkor az ADC utat t = Tt + 5 T id6 alatt teszi
v
. .y z24+9 10—z . L .
meg. Megkeressiik azon ¢ értékeket, amelyekre a t = + egyenletnek van megoldéasa. (Azt is lathatjuk,

v v
hogy a szélsGeértékhely meghatéarozasakor pl. egységnyinek valaszthatjuk a v sebességet.)
Rendezziik 4t az egyenletet, emeljiik négyzetre és vizsgaljuk meg az igy kapott masodfoku paraméteres egyenletet:

2vx2 +9=2t+x — 10,
42?2 + 36 = 4t% + 2% + 100 — 40t + 4tz — 20z,
327 4+ 4x(5 —t) — 4(t* — 10t + 16) = 0.

Vilagos, hogy ennek az egyenletnek akkor lehet megoldasa, ha diszkriminansa nemnegativ:

D=16(5—1t)* —4-3-(—4)- (* — 10t + 16) > 0,
41 — 40t + 73 > 0,

4(1&—5—;\/5) (t—5+g\/§> >0,

3 3
sekkort§5—§\/§vagyt25+§\/§.

10,44
AC = /10249 ~ 10,44. Ha ezt az utat az ,orszaguti” sebességgel tenné meg a gyalogos, akkor is é = 5,22

egységnyi iddre lenne sziiksége; vagyisat < 5— g\/g lehet&séget kizarhatjuk. Kaptuk: t > 5+ g\/g, vagyis ha a gyalogos
sebessége v, akkor legkevesebb
5+ 3V3
v

egységnyi id6 alatt tudja megtenni az ADC utat.
Ha a 32 4+ 4x(5 —t) — 4(t2 — 10t + 16) = 0 egyenlet diszkriminansa 0, akkor

Masodik megoldas (elemi geometria). Atfogalmazzuk a feladatot: ha a gyalogos sebessége a homezon egység-

nyi, akkor a BC' egyenesen olyan D pontot keresiink, amelyre AD + —— minimalis.

Vegyiik fel a BC egyenes altal meghatarozott, A-t nem tartalmazé félsikjaban a C-bél kiindulo e félegyenest gy,
hogy BC-vel bezart szoge 30° legyen, majd bocsassunk D-bdl merdlegest erre az egyenesre (a talppontot jeloljik
E-vel).

DC
Ekkor DE = — (hiszen az EDC derékszogl haromszog egy szabalyos haromszog fele), s tetsz6leges D pont

esetén az AD + DE 6sszeget kell minimalizdlnunk, ahol DE meréleges e-re. AD + DE akkor lesz a lehetd legkisebb,
ha ez a harom pont egy egyenesbe esik, vagyis ha ADB< = 60°.
Ez az eredmény természetesen ugyanaz, mint az el6z6 megoldasban kapott érték, hiszen

AB 3

V3=1tg60° === = .
g B 7



Harmadik megoldas (fizikai szemlélet). Képzeljiik el, hogy az A pontba egy fényforrast helyeziink, ahonnan
a fény a két kozeg hatarvonalan 1évé C' pontba jut. Mivel a fény két pont koézdtt mindig a minimélis ideig tarto
uton halad, nekiink a feladatban éppen azt a D pontot kell meghataroznunk, amely mellett a fénysugar beesési szoge
a hatarszoggel egyezik meg, azaz a torési szog 90°.

B 10

‘A

A geometriai optika Snellius—Descartes-torvénye szerint

sinae v

sinf wy’
ahol a és B a beesési és torési szog, v1 és v a fény sebessége a két kozegben. Ebben az esetben a BAD szog megegyezik

a beesési szoggel (valtoszogek), tehat
sin BAD1 v

sin90° 2v°
Innen méar megkapjuk a BAD< = 30°-0s eredményt.

0—=x

1
Negyedik megoldas (derivalas). A ¢t =224+ 9+ fiiggvény derivaltja

1 1
V= —nun—— 20— -,

2vVx? +9 2

ennek zérushelye:

1 1
- . 9p_ =

2vVx? +9 2
Va2 +9 =2z,

:0,

s mivel z > 0, azért 22 + 9 = 422, amib6l z = V/3.
Ha x < /3, akkor t' < 0; ha = > /3, akkor ¢’ > 0. Ezért t-nek az x = v/3 helyen minimuma van.

7. Egy tarsasdgban ot ember taldlkozott, jeldlje éket A, B, C, D, E. Koztik az ismeretségek kélcsondsek. Megkér-
deztik dket, kinek hdny ismerdse van étik kézott. A azt mondta, négy embert ismer. C-rél kiderilt, hogy ugyanannyi
ismerdse van, mint D-nek. D azt mondta, hogy eggyel kevesebb ismerdse van, mint E-nek. E ismerdseinek szdma
pdratlan.

a) Hdiny embert ismer D?

b) Ismerheti-e egymdst B és D?

¢) Ismerheti-e egymdst C' és D? (16 pont)

Megoldas. Mivel A négy embert ismer, 6 mindenkit ismer. Ez azt is jelenti, hogy mindenki mas legalabb egy
embert ismer, hiszen A-t ismerik.

Ezek szerint D is legalabb egy embert ismer. E tébb embert ismer, mint D és paratlan sokat, tehat harmat ismer.

Ebbdl kideriil, hogy D is és C' is 2 embert ismer.

Az ismerGsok szaméarol tehat a kovetkezoket tudjuk: A-nak 4, B-nek b, C-nek 2, D-nek 2, E-nek 3. Most megmu-
tatjuk, hogy B-nek 1 vagy 3 ismerGse lehet.

Szemléltessiik az ismeretségeket egy rajzon; az embereket jelolje egy-egy pont, és ha ismerik egymaést, kossiik 6ssze
Gket. Az 6sszek6td vonalak végpontjainak szama a vonalak szdméanak kétszerese. Ez éppen az egyes emberek ismerdsei
szamanak Osszege. (A grafok nyelvén: az élek szdmanak kétszerese a fokszamok Gsszege.) Ez utobbi 4 +b+2+2+3 =
(a vonalak szaméanak kétszerese). Ezek szerint b péaratlan, tehat 1 vagy 3 lehet.

Az ismeretségeket szemléltets grafok a kovetkezdk lehetnek:

A A A

1. dbra 2. dbra 3. dbra



A 3. dbra mutatja, hogy B és D ismerheti egymaést.
Ha C és D ismerné egymast, akkor nekik mér nem lehetne tovabbi ismerdsiik, igy F csak A-t és B-t ismerhetné és
nem lenne 3 ismerése. Tehat C' és D nem ismerik egymast.

8. Jelolje k az x* + y* — 252 — 48y + 576 = 0 egyenletd kort. Hatdrozzuk meg k minden olyan érintd egyenesének
egyenletét, amelyre teljesil, hogy az y tengely és a k kor kozé esd szakaszanak hossza 9,375 egység. (16 pont)

I. megoldas (a szerkesztést kovetve). Keressiik meg ezen érint6k y tengellyel vett metszéspontjat. Hatarozzuk
meg elGszor azon pontok mértani helyét, amelyekbdl a k korhoz htizott érinté hossza 9,375 egység. Ennek a mértani
helynek az y tengellyel valé metszéspontjai lesznek a keresett pontok.

A vizsgalt mértani hely egy k-val koncentrikus k. kor. Valoban, ha a P pontbdl az U kozépponti k kérhoz hizott
PT érintGszakasz hossza rogzitett, PU értéke is allando, hiszen az UT P derékszogi haromszogben PU? = PT? +TU?.

Esetiinkben k egyenlete (z — 12,5)° + (y — 24)> = 12,5% alakba frhat6 at, azaz U(12,5;24), r = TU = 12,5, igy
a P(z,y) pontbol k-hoz hizott érinté hossza pontosan akkor 9,375 egység, ha

ke: (x—12,5)° + (y — 24)% = 9,375% + 12,52,
Az y tengely pontjait az z = 0 feltétel jellemzi, tehét a keresett pontok y koordinataira
(0—125)% + (y — 24)> = 9,375% + 12,52, amib6l y = 24 + 9,375,

azaz P;(0;33,375), P»(0;14,625).
Ekkor a P; ponton dtmeng érinté egyenlete

75
y=m;v+(24+9,375):mx+24+§.

Ezt behelyettesitve a k kor egyenletébe:

) 75\ 75
7+ m:10+24+§ — 25x — 48 mx+24+§ + 576 = 0.

2
(m?+1)a® — (25 — %vn) z+ (%) =0.

Pontosan akkor lesz az egyenes érint, ha ennek a masodfoku egyenletnek a diszkriminansa 0:

75 \2 75\ 2 75 752
(25_?") —4(m*+1) (—) =0, amibél —25-?771:4-——252,

Rendezve:

8 82
7 7 75
vagyis m = o Az egyenlet: y = 21 +24 + 3 ;
A P,-n dtmend érint6 ennek az y = 24 egyenesre vonatkoz6 tiikkorképe, tehdt meredeksége 50 egyenlete pedig
7 75
=—— 24 — —.
=Tt 8

IT. megoldas (ad hoc). Vegyiik észre, hogy a k kor egyenlete
(x—12,5)* + (y — 24)> = 12,52,

vagyis a kor a T”(0;24) pontban érinti az y tengelyt.



Az y tengely tetsz6leges P pontjabol a k korhoz htuzott P'T érinté hossza az érinté szakaszok egyenlsége révén
PT’-vel egyenls, azaz a keresett pontok:
Py 2(0;24 +9,375).

Mivel 9,375 < 12,5, ezért a P, pontbdl hiazott érinté meredeksége pozitiv, a P, pontbdl hizotté pedig negativ.
Legyen T"P U< = «, ekkor By PlU< = « és T' P E1<( = 2q, valamint

125 2 4
ga= "7 =75 =3
8 8

A P;-b6l huzott érinté m meredekségére:

R R tg a + tg(a — 90°)
m = tg(20 — 90°) = tg (o + (a — 90°)) = 1—tga-tgla—90°)

1
1+tga~tg% 2 24"

1
(Felhasznaltuk, hogy tga = — tg(—a) és tg(90° — o) = ctga = E)
a

Tehét (a szimmetria miatt) két érint6 van, amely teljesiti a feltételt:

7 75 7 75
= — 24 4+ — : =—— 24 — —.
Y 24:1: + 24 + 3 és Y 5 4:1: + 3
9. Harom egymds utdni pozitiv egész szam szorzatanak primtényezds felbontdsdiban csak két kilonbozd primszdm sze-
repel (tehdt a szorzat p"q™ alakd, ahol p és q primszdm, n, m pozitiv egészek). Adjuk meg az dsszes ilyen szamhdrmast.
(16 pont)

I. megoldas. A kozépss szam nagyobb 1-nél, tehat felbontasdban szerepel legalabb egy primtényezd.

A k6zéps6 szam mindkét szomszédjahoz relativ prim, ezért a benne szerepls primtényezé a masik két szamban nem
szerepelhet, e két szdmban tehat dsszesen csak egy primtényezs szerepelhet.

Viszont e két szamnak csak a 2 lehet k6z0s osztoja, mert kiilonbségiik 2. Ez kétféleképp lehetséges: vagy az els6
szam 1, vagy mindkét szam 2-hatvany.

Az els6 esetben az 1, 2, 3 szamokat kapjuk.

A miésodik esetben két 2-hatvany kiilonbsége 2, ez csak ugy lehet, ha a két szam a 2 és a 4, igy a 2, 3, 4 szamokat
kapjuk.

A feladat feltételének két szamharmas felel meg: 1, 2, 3 és 2, 3, 4.

I1. megoldas. Két szomszédos szam kozott van egy paros, tehat a harom szam szorzata paros. Igy az egyik prim
a 2, a méasik egy paratlan prim. Legyen ez p.

Ha a kozéps6 szam paros, akkor a két széls6 paratlan. Nem lehet mindketts oszthatéd p-vel, mert p nagyobb ketténél.
Tehat az egyik szdm az 1, és mivel csak az els6 szam lehet 1, azért a hdrom szam az 1, 2, 3.

Ha a kozéps6 szam paratlan, akkor a két széls6 paros, és mindketts relativ prim a kozéps6hoz, ezért egyik sem
oszthato p-vel. De akkor mindkettd kettGhatvany. A kettGhatvanyok soraban: 1, 2, 4, 8, ... . Csak egy esetben 2
a kiilonbség két (nem feltétleniil szomszédos) szam kozott: a 2 és a 4 esetében. Tehét a harom szam a 2, 3, 4.

A feladatnak tehat két szamharmas tesz eleget: 1, 2, 3 és 2, 3, 4.



