1. Bevezetés

Bar a konvex geometridnak, a geometrianak a konvex testekkel és sikidomokkal foglalkozo dganak gyokerei Euk-
lidészhez és Arkhimédészhez nyilnak vissza, a konvex testek szisztematikus vizsgalata a 20. szézad elején kezd6dott
Hermann Brunn és Hermann Minkowski munkéssagaval. Azota ez a tudomanyag nagy jelentGségre tett szert, és a ter-
mészettudoményok szamos dgaban alkalmazésra keriilt. A cikk célja ezen relative fiatal tudomdanyteriilet egy ismert
problémajanak bemutatasa.

Ehhez el6szor definidljuk a sziikséges alapfogalmakat.

1. definicié. A K sikbeli halmazt konvex sikidomnak vagy konvex lemeznek nevezziik, ha
(1) K barmely két pontjat Osszekotd szakasz is K-hoz tartozik (minden pontjabol belatjuk az egész alakzatot);
(2) K korlatos (belerakhaté pl. egy nagy korbe);

(3) K hatara, mely egy zart, folytonos, 6nmagat nem metszé gorbe, is K-hoz tartozik.

konvex  nem konvex nem korldtos a hatdra nem
sikidom tartozik hozza

Hasonldan lehet definialni a konvex test fogalmét is, magasabb dimenziéban. A fenti fogalom gyengébb véltozataira
is sziikségilink lesz. Amennyiben az (1)-es tulajdonséag helyett azt koveteljiik meg, hogy K-nak van olyan pontja, melyet
K barmely maésik pontjaval 6sszekots szakasz K-hoz tartozik, azt mondjuk, hogy K egy csillagszerd tartomdny. Ezt
ugy fogalmazhatjuk meg, hogy K-nak legalabb egy pontjabol belatni K-t. Ha elhagyjuk az (1)-es, de megtartjuk
a masik két tulajdonsagot, azt mondjuk, K egy topologikus lemez, vagy egyszerien lemez vagy sikidom.

Minden lemezre, igy csillagszerti vagy konvex lemezre is érvényes az alabbi észrevétel.

1. megjegyzés. Legyen S egy lemez. Ekkor minden egyenesnek pontosan két eltoltja van, ami S-et érinti.
Sziikségiink lesz még az alabbi fogalomra.

2. definicio. Az A és B sikbeli halmazok vektordsszege vagy Minkowski-0sszege azon A + B halmaz, melynek
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elemei az osszes @ + b alakban felirhato helyvektort pontok halmaza, ahol d egy A-beli, és b egy B-beli pont
helyvektora. Ha A € R, akkor a AA halmaz azon pontok Osszessége, melyek helyvektorai felirhatok A\d alakban, ahol
d egy A-beli pont helyvektora.

Pongyolan fogalmazva, ha azonosnak tekintenénk a pontokat és a helyvektoraikat, akkor A + B az Gsszes A-beli
pont és az Osszes B-beli pont Osszege, minden lehetséges parositasban. Igy pl. két szakasz vektorosszege egy veliik
parhuzamos szakasz, ha parhuzamosak, ellenkezs esetben pedig egy parallelogramma.

3. definici6é. A K konvex sikidom centralszimmetrizaltjanak az

LK+ (-K)) = (K - K)

halmazt nevezziik.

Koénnyen lathato, hogy minden konvex sikidom centralszimmetrizaltja egy origéra szimmetrikus konvex sikidom.

—

szabdlyos hdromszog centralszimmetrizaltja

Irasunk f6 targya a Hugo Hadwigertdl [6] szarmazo alabbi fogalom, mely hasonléan értelmezhetd konvex testekre,
illetve altalaban (topologikus) lemezekre.

4. definicié. Egy K konvex sikidom eltolt érintési szama/ csokszdma/Hadwiger-szdma azon eltoltjainak maximalis
szama, melyek az eredeti alakzatot érintik, és nincs kozos belsd pontjuk (nem fedik at egymast). Jele: H(K).
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Héromszog Hadwiger-szama

A cikkben ismertett {6 eredmény az alabbi tétel [6].
1. tétel (Hadwiger, 1957). Minden K konvex sikidom Hadwiger-szdmdra igaz az aldbbi egyenldtlenség: 6 < H(K) <

Az el6bbi példaban lathattuk, hogy haromszoget hat eltoltjaval tudunk érinteni. Meggondolhaté az is, hogy paral-
lelogramma esetében nyolc eltoltjat is koré tudjuk pakolni. A kovetkezs részben Hadwiger tételét igazoljuk.

2. Hadwiger tételének bizonyitasa

Legyen K egy konvex sikidom, és jelolje K eltoltjat az @ vektorral 7 + K. Az els6 eszkdz, amihez a bizonyitashoz
sziikségiink lesz, Minkowski [10] egy eredménye.

1. lemma (Minkowski, 1904). Legyen K centrdlszimmetrizdltja M. Ekkor tetszdleges T és 7 vektorokra @ + K
€s 7 + K pontosan akkor fednek dt/érintik egymdst/nincs kozds pontjuk, ha T+ M és 7 + M dtfednek/érintik
egymdst/nincs kézis pontjuk.

Bizonyitas. Elgszor belatjuk, hogy 7+ K és 7 + K pontosan akkor metszi egymést, ha T+ M és 7 + M is.
Vegyiik észre, hogy az alabbi tulajdonsagok ekvivalensek.

o (T +M)N (Y +M)#0.

e Léteznek P, P,, P/, P,/ € K pontok, melyek helyvektoraira

743 (- =T + 37 - T

Léteznek Py, Py, P, P,/ € K pontok, melyek helyvektoraira

T 5 (Pat T =T+ 57+ 7))

léteznek P, P, € K pontok, melyekre Z+ 71 = 7 + 71,
(Z +K)n (Y +K) #0.

Hasonlé ekvivalencia igazolhatd, ha a K és M halmazok helyett K és M belsejét irunk. Ebbé6l az allitds viszont
mér kovetkezik. 0

Vegyiik észre, hogy a lemma alapjan tetsz6leges K konvex sikidom és M centralszimmetrizaltjainak Hadwiger-szama
egyenls. Igy Hadwiger tételét elég kozéppontosan szimmetrikus konvex sikidomokra igazolni. Az egyszertiség kedvéért
feltessziik, hogy K koézéppontja az O origo.

Elsé allitas: H(K) < 8.

Legyen K’ a K olyan eltoltja, amely érinti K-t; jeldlje a kozéppontjat X. Legyen Y az OX szakasz felez6pontja.
Belatjuk, hogy Y kozos pontja K-nak és K'-nek.

Mivel K és K’ érintik egymast, van egy kozos P pontjuk. De K szimmetrikus O-ra, igy K és K’ helyet cserél, ha
Y-ra tiikrozziik 6ket. Tehat P-nek az Y-ra vett P’ tiikorképe is kozds pont. De K és K’ konvex, igy a PP’ szakasz
minden pontja kdzos pont, azaz Y is. Hosszabbitsuk meg most az OX szakaszt X irdnyaban, mig metszi K’ hatarat,

- - 1—
és jeloljiik a kapott metszéspontot Z-vel. Minthogy K’ szimmetrikus X-re, OY =YX = XZ = gOZ. Jelolje K'-nek

a Z-bol haromszorosara nagyitott képét K. Mivel K’ konvex, K’ C K. Masrészt K kozéppontja O, igy K a K-nak
az O-bol haromszorosara nagyitott képe. Tehat belattuk, hogy K minden K-t érinté eltoltja benne van K-nak az O
pontbdl haromszorosara nagyitott képében.



Konnyti meggondolni, hogy a nagyitott kép teriilete 7(K) = 3*°T(K) = 9T(K). Ha K-t n = H(K) darab eltoltja
érinti ugy, hogy nem fednek at, akkor K tartalmazza K (n+1) darab eltoltjat, melyek nem fednek at. Ezek Gssztertilete
(n+ 1)T(K). Tehat (n + 1)T(K) < 9T(K), amib6l n < 8.

Masodik allitas: H(K) > 6.
A bizonyitashoz az alabbi definiciéra lesz sziikségiink.

5. definicié. Egy kozéppontosan szimmetrikus hatszog affin-szabdlyos, ha a harom, szemkozti csticsait 6sszekots
atloja hat egybevagd haromszogre bontja.

Ennek megfelel6en affin-szabalyos hatszoget gyartani is tudunk: ha egy tetszéleges haromszoget tiikroziink vala-
melyik oldalfelezd pontjara, majd folytatjuk a tiikrozést tgy, hogy az eredeti haromszog valamelyik csiicsa mindegyik
tiikorképhez hozzatartozzon, 6t tiikrozés utan egy affin-szabalyos hatszoget kapunk.

Elgszor belatjuk, hogy K tetsz6leges P hatarpontjahoz talalhato olyan K-ba irt affin-szabélyos hatszog, melynek P
az egyik cstcsa. Legyen P’ a P-nek az O-ra vett tiikdrképe. Ekkor OP = OP’. Toljuk el P és P’ egyenesét valamelyik

1
irAnyban parhuzamosan gy, hogy az eltolt K-t egy §PP’ hosszt szakaszban metszi. Ezen szakasz végpontjait @Q-val

és R-rel jeldljiik oly médon, hogy K hataran kérbemenve P, Q, R és P’ ebben a sorrendben kovetkeznek. Tiikrozziik
a @ és R pontokat O-ra. Az igy kapott, K hataraban levs pontokat jeloljiik @Q'-vel és R'-vel.

Megmutatjuk, hogy a PQRP'Q'R’ hatszog affin szabalyos. Valoban, a hatszog szemkozti cstcsait 6sszekotd atlok
az O pontban metszik egymast. Masrészt a tiikrozés tulajdonsagai miatt a szemkozti haromszogek egybevagok. Mivel
OP = QR és RQO< = QOP<«, igy az OQRA és az OPQA egybevago. Hasonléan lathaté be a tobbi haromszog
egybevagosaga is.

Most megkonstrualjuk K-nak hat eltoltjat, melyek nem fednek at, de K-t érintik. Legyen ABCDEF egy K-ba irt
affin-szabalyos hatszog. Toljuk el K-t az E, Ei, ﬁ, ﬁ, 67', F? vektorokkal. Belatjuk, hogy a hat eltolt érinti
K-t és nem fednek at, melybdl az igazolni kivant egyenlGtlenség mar kovetkezik.

Tekintsiik most K-t, és példaul az AD vektorral vett Kp eltoltjat. Legyen az e egyenes K egy érintGje a D pontban.
Vegyiik észre, hogy D kozos pontja K-nak és Kp-nek. Mivel a két sikidom kozéppontosan szimmetrikus, igy ket D-re
tikrozve a kozéppontjaik és 6k is helyet cserélnek. Minthogy e helyben marad a tiikrozés soran, ezért e elvalasztja
K-t és Kp-t. De D kozos pontja a két sikidomnak, igy K és Kp érintik egymést. Ugyanezzel a gondolatmenettel
igazolhato, hogy mind a hat eltolt érinti K-t.




Legyen most K eltoltja ﬁ—vel Kc. Legyen Kp kozéppontja X és K¢ kozéppontja Y. Koénnyen lathato, hog
FC — AD = 20C — 20D = 2DC = EB, és FC — AD = OY — OX = XV. lgy Ke a Kp eltoltja az XY = E
vektorral. Minthogy az el6z6 bekezdés gondolatmenete alapjan K és ﬁ—vel vett eltoltja érintik egymast, igy K¢ és
Kp is érinti egyméast. Hasonloan lathaté be, hogy minden eltolt érinti a két szomszédjat.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk. O

3. Tovabbi eredmények

Hadwiger eredményét Branko Griinbaum [5] fejlesztette tovabb az alabbi formaban.

2. tétel (Griinbaum, 1961). Legyen K egy konvex sikidom.

(1) Ha K egy parallelogramma, H(K) = 8.
(2) Ha K nem parallelogramma, H(K) = 6.

De mi a helyzet, ha K nem feltétleniil konvex? Wlodzimierz és Krystyna Kuperberg, valamint Bezdek Andréas [2]
fogalmazta meg a kovetkezd kérdést, illetve sejtést.

1. kérdés (Bezdek-Kuperberg—Kuperberg, 1995). Igaz-e, hogy tetszdleges lemez Hadwiger-szama legfeljebb 87 Ha
nem, van olyan szdm, melyre 8-at kicserélve igaz marad az dllitds?

1. sejtés (Bezdek—Kuperberg—Kuperberg, 1995). Tetszdleges csillagszerd lemez Hadwiger-szdma legfeljebb 8.

A fenti kérdésre Gottfried Cheong és Mira Lee [4] adott valaszt 2007-ben, akik megmutattak, hogy tetsz6leges n
pozitiv egész esetén talalhato olyan K,, lemez, melyre H(K,,) > n. A sejtést érinté els§ eredmény Bezdek Andrashoz
kotsdik [1], aki 1997-ben megmutatta, hogy ha S egy csillagszert lemez, akkor H(S) < 75. Langi [8] 2009-ben igazolta,
hogy ha S kozéppontosan szimmetrikus, akkor H(S) < 12. A modszerét alkalmazva sziiletett meg 2011-ben a H(S) <
35 becslés tetszbleges S csillagszerd lemez esetén [9]. Ezen erdfeszitések ellenére a Bezdek-Kuperberg-Kuperberg sejtés
még ma is nyitott.

Természetesen konvex sikidomok helyett vizsgalhatunk konvex testeket is. A sikidomok Hadwiger-szdmara vonat-
kozo felsé becslés atiiltetheté konvex testekre is. Ez alapjan Hadwiger belatta, hogy minden n-dimenziés K konvex
testre H(K) < 3" — 1, azaz specialisan haromdimenzios testek esetén H(K) < 26. Azt a régota ismert also becslést,
hogy n-dimenzios konvex testek Hadwiger szama legalabb n(n + 1), Talata Istvan [11] javitotta azzal 1998-ban, hogy
igazolta, hogy létezik olyan a > 1 konstans, hogy minden n-dimenzios K konvex testre H(K) > a™.

Minthogy Minkowski lemm4ja alapjan minden konvex test Hadwiger-szdma megegyezik a centralszimmetrizaltjanak
Hadwiger szamaval, felvetdhet benniink, hogy igaz-e, hogy minden konvex test Hadwiger-szama péros. Ezt a kérdést,
sejtés formajaban, Griinbaum fogalmazta meg 1961-ben. A sejtést Talata Istvan, majd késébb Joos Antal [7] cafolta:
olyan 3-dimenziés konvex testet konstrualtak, melynek Hadwiger-szama 17, illetve 15. Talata Istvan igazolta azt is,
hogy minden 12 és 26 kozti paros szam elGall, mint egy 3-dimenzios konvex test Hadwiger-szama. Poor Attila és Talata
Istvan bizonyitotta, hogy ha h(n) jeloli a Hadwiger-szamok halmazanak minimumét az n-dimenzios konvex testekre
nézve, akkor tetsz6leges h(n) < m < 3" — 2 esetén H(K) = m vagy H(K) = m + 1 alkalmas K n-dimenzios konvex
testre.

Jelenleg is szamos Hadwiger-szamokkal kapcsolatos kérdés nyitott. Ezekrsl az érdeklds olvasé Brass, Moser és
Pach konyvébdl [3] tajekozodhat.
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