1. Vivasban az nyer egy asszot, aki hamarabb ér el 15 taldlatot. Tegyiik fel, hogy A és B kiizdelmében (az asszon
belil barmikor) p valdszinidséggel A, ¢ = 1—p valdszindséggel pedig B szerzi meg a kévetkezd taldlatot. (Ketten egyszerre
sosem érnek el taldlatot.)

Tegyiik fel, hogy egy asszéban A mdr 14—k, B pedig 14 — ¢ taldlatot szerzeit (ahol k és £ nemnegativ, 15-nél kisebb
egészek), és A ujabb taldlatot ér el. Mennyivel névekedett ezdltal annak a valdszindsége, hogy A nyeri végil az asszot?

Megoldas. Jelolje Py, az A vivé gySzelmének valdszintiségét a feladatban leirt allasnal, py ¢ pedig a kérdezett
novekményt. A teljes valoszintiség tétele miatt Pry = p- Pyr—1.¢ + q - Pr¢—1, amit atrendezve py ¢ = Py_1,¢ — Pry =
Q(Pk—l,é — Pk,é—l) adodik. )

Feltételezhetjiik, hogy A és B 29 taldlatig vivjdk az asszot, hisz ez a gydztes kilétét nem valtoztatja meg. Igy
P10 annak a valdszintsége, hogy a hatralévd k + ¢ talalat kozilil A legalabb k taldlatot szerez, mig Py ,—; annak
a valosziniisége, hogy a hatralévs k + ¢ talalat koziil A legalabb k + 1 taldlatot szerez. Ezért a pr¢ = Pr—1,0 — Pro—1
kiilénbség annak a valészintisége, hogy A a hatralevd k + ¢ lehet6ségbdl pontosan k taldlatot szerez, azaz pre =

k+¢
( N )pk:qf-‘rl' 0

2. A D pont az ABC hdromszég AB oldaldn, az I pont pedig az ACB szig felezGjének a hdromszdg belsejébe
esd szakaszdn helyezkedik el. Az Al és a CI egyenesek az ACD kért mdsodszor rendre a P és Q pontokban metszik.
Hasonléan, a BI és a C1I egyenesek a BCD kort mdsodszor rendre az R és S pontokban metszik. Mutassuk meg, hogy
ha P#Q és R# S, akkor az AB, PQ és RS egyenesek vagy egy ponton mennek dt, vagy parhuzamosak egymdssal.

Megoldas. Legyen
ap = TAC<, a9 = BAI«, [y =I1BA«, p:=CBI«, v=I1CB«=ACI«.
Irjuk fel a Ceva-tétel trigonometrikus alakjat az ABC haromszogre és az I pontra:

sin[AC<q sinIBA< sinICB<  sina; sinf sinﬂyi1
sin BAI< sinCBI< sin ACI<t  sinas sinfla siny

A keriileti szogek tételébdl (iranyitott, azaz modulo 180° szogekkel):
PQS<=PQC«=PACq=TAC< = ay,
DQP<=DAP<x = BAI< = ax,
RSD<« = RBD< = IBA< = f,
QSR<=CSR<1=CBR« =CBI<« = [,
ADQ< = ACQ< = ACI<q =7,
SDA< = SDB<=5CBg=I1ICBg=1.

Végiil alkalmazzuk a Ceva-tétel (trigonometrikus alakjanak) megforditasat a DSQ haromszogre. Mivel
sin ADQ< sin RSD<  sin PQS< siny sinf; sinag
sin SDA<  sin QSR< " sin DQP<« - sin 7y sin B2 sinas

a DA = AB, RS és PQ egyenesek egy ponton mennek at, vagy parhuzamosak egymassal. |

:1,

Megjegyzés. Lattuk, hogy az ABC haromszdg hasonld a QSD haromszoghoz. Legyen I’ az ABC haromszdg I pontjanak
megfelel6je a QSD héaromszogben. A fenti bizonyitas kulcsa az, hogy a QSD haromszogben az I’ izogonalis konjugéltja éppen
az AB, PQ és RS egyenesek k6z0s pontja.



3. Legyen Q az olyan n tagi sorozatok halmaza, amelyeknek minden tagja 0 vagy 1. Legyen A a Q-nak egy 2" *
elemi részhalmaza. Mutassuk meg, hogy legaldbb 2"~ olyan (a,b) pdr van, amelyre a € A, b € Q \ A, tovdbbd az a és
b sorozatok csak egyetlen tagban térnek el egymdstol.

I. megoldas. A feladatban megfogalmazottnal erGsebb allitast bizonyitunk. Legyen A a @Q-nak egy tetszdleges
részhalmaza, és legyen B = @ \ A. Ekkor az olyan (a,b) parok szama, amelyekben a € A, b € B, tovabba az a és b
sorozatok csak egyetlen tagban térnek el egyméstol, legalabb min (| A, |B|). Vilagos, hogy a fenti allitas [A| = 2!
esetén éppen a kitiizott feladat.

A fent megfogalmazott allitast n szerinti teljes indukcidval igazoljuk. Ha n = 1, akkor az &llitas nyilvanvaldan igaz.
Tegyiik fel, hogy az allitas n-re igaz, és lassuk be (n + 1)-re. Legyenek tehat az A halmaz elemei bizonyos n 4+ 1 tagu
0/1-sorozatok, B pedig alljon a tobbi n + 1 tagi 0/1-sorozatbol. Feltehetjiik, hogy |A| < |B|, mert ellenkez6 esetben
felcserélhetjiik A és B szerepét. Legyen az A-beli, 0-ra végz6ds sorozatok szama x, az 1-re végzédské y. Ekkor tehat
x4y = |A| < 2". Feltehetjiik, hogy = > y. Ekkor y < 2"~1,

A feladatban leszamlélandoé (a, b) parok négyfélék lehetnek aszerint, hogy mi a, illetve b utolso tagja.

1. Olyan parokbol, ahol ez a két utolso tag 1, az indukcios feltevés szerint legalabb min(y, 2" — y) = y darab van.

2. Olyanokbol, ahol ez a két utolso tag 0, az indukcios feltevés szerint legalabb min(z, 2" — x) > y darab van.

3. Olyanokbdl, ahol a utolso6 tagja 0, b-é pedig 1, legalabb « — y darab van, hiszen az x darab A-beli, O-ra végz6dé
sorozat kozott legfeljebb y olyan lehet, amelynek utolsé tagjat 1-re valtoztatva ismét A-beli sorozatot kapunk.

4. A negyedik fajta parbol legalabb 0 darab van.

A vizsgalt parok szama tehat legalabb y +y + (x —y) + 0 = 2 + y = |A|. Ezzel az indukcios lépést igazoltuk, a fent
megfogalmazott allitas bizonyitasat befejeztiik. O

II. megoldas. Az I. megoldasban igazolt allitasnél egy erGsebbet bizonyitunk az alabbiakban.

Azt mondjuk, hogy a Q-beli q1, g2, . . . sorozatok monoton sort alkotnak, ha minden értelmes i-re ¢; és ¢;11 egyetlen
tagban tér el egymastol, tovabba q; és g;11 eltérése kordbban van, mint a ¢;41 és g;42 eltérése. Vilagos példaul, hogy
egy monoton sor hossza legfeljebb n+ 1 lehet, de az is konnyen lathato, hogy tetszleges x, y € @ sorozatokra pontosan
egy olyan monoton sor létezik, amely x-szel kezdGdik és y-ra végzodik.

Legyen most A C Q, B = Q\ A4, és tegyiik fel, hogy |A| < 2"~'. Az iménti megfigyelésiink szerint az olyan monoton
sorok szama, amelyek A-beli sorozatbol indulnak és B-beliben érnek véget, pontosan |A| - |B|. Vilagos, hogy minden
ilyen g1, go, ... monoton sorhoz van legaldbb egy olyan i index, amelyre ¢; € A és ¢;+1 € B.

Most tegyiik fel, hogy az a € A és b € B sorozatok pontosan egy (mondjuk az i-edik) tagban térnek el. Az olyan
monoton sorok szama, amelyek az a és a b sorozatot is tartalmazzak, pontosan 2"~ !, hiszen minden ilyen monoton
sort egyértelmiien meghataroznak azok a helyek, amelyeken taladlhat6 tagokban a sorban egymast kovets sorozatok
eltérnek. Az i-dik hely bizonyosan ilyen eltérés (az egymast kovetd a és b sorozatok miatt), a fennmarad6 n — 1 hely
mindegyikérdl pedig egymastol fiiggetleniil elddnthetjiik, hogy legyen-e a monoton sorban két egymast kdvetd sorozat,
amelyek ott térnek el, vagy ne.

Ezek szerint a feladatban leirt (a,b) parok szamanak 2" !-szerese nem lehet kisebb |A| - |B|-nél, azaz az A-bol
B-be vezets monoton sorok szamanal. Tehat a keresett (a,b) parok szama legalabb

|B| 2n71
a2 s 2
A bizonyitando6 allitas innen kozvetleniil adodik az |A| = 2"~ feltételbsl. O

Megjegyzések. 1. A II. megoldas gondolatmenete Molnar-Saska Zoltan megoldasabol szarmazik. Lényegében ugyanez az ér-
velés rekonstrualhato Matolcsi David dolgozatabdl is.

2. Ahogy a II. megoldasban, tegyiik fel ismét, hogy A C Q, B = @ \ A, valamint |A] < 2"~! A II. megoldasbol kénnyen
levezethet6, hogy az olyan (a,b) parok szama, amelyek csak egy tagban térnek el és a € A, illetve b € B, pontosan akkor egyenld
|Al-val, ha A = () vagy ha |A| = 2"~ és A mindazon sorozatok halmaza, amelyeknek egy konkrét tagja rogzitett, a tobbit pedig
az Osszes lehetséges modon valasztjuk.

3. A kitlzott feladat lényegében ekvivalens azzal az ismert ténnyel, hogy a hiperkocka an. Cheeger-szama 1-gyel egyenld.



