Cikkiinkben egy egyszert fizikai elv segitségével ellenallds-halézatokboél nyerhets egyenlGtlenségekkel foglalkozunk.
Az els6 részben — amely a KoMaL 2015. decemberi szaméanak 514.-524. oldalan olvashato — a Milne-egyenlGtlenséggel
ismerkedtiink meg. Most a Minkowski-egyenlGtlenség egy specidlis esetével folytatjuk. Az egyenletek, dbrak stb. sza-
mozéasa folytatolagos.

6. A Minkowski-egyenlGtlenség egy specialis esete

a1 by ay by
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(a) Nyitott kapcsolék (b) Zart kapcsolok esete dtrajzolva

8. dbra A (6.7) egyenlGtlenség halozatai

Térjiink ismét vissza az 5. abra halézatahoz, és most az el6z8 szakasszal ellentétben ne a sorosan kotott ellenallasok
szaméat noveljik, hanem a parhuzamosan kapcsoltakét. Mas szoval tekintsiik a 8.(a). dbrdn 1évé ellenéllas-héalozatot.
Ha az 6sszes kapcsolo nyitott, akkor az eredé ellenallas

nyitott __
R =

1
oo Tt

zart kapcsolok esetén pedig
1 1

+
1 1 1 1
a—1+...+—m H—I—...—Fm

a

zart __
R =

hiszen a halozat a 8.(b). dbrdn 1évs rendszerrel egyenértékid. A Rayleigh-féle monotonitasi térvénybol kovetkezGen

RWitott > RZ&TC ezért a;,b; > 0 (i = 1,...,m) esetén egy ujabb egyenlGtlenséghez jutunk:
1 S 1 n 1
T T =1 T T T
ot T T o, w T tan w ety

Ha bevezetjiik a

m
(61) Hm(.fEl,...,ZEm) = m
jelolést az x1, xa, . . . , Ty, pozitiv szdmok harmonikus kdzepére (Ho megegyezik a (4.3) képletben H-val jelolt kétvaltozos

harmonikus kézéppel), akkor a monotonitasi elvbdl adédott egyenl6tlenség a
(62) Hm(a1 + bl, ceey + bm) Z Hm(al, ceey am) + Hm(bl, ceey bm)

alakkal ekvivalens. Az m = 2 specialis esetben ez éppen a (4.2) egyenlGtlenség, és az altalanos eset bizonyitasara ismét
a teljes indukcié moédszere kindlkozik. Most azonban az indukcids lépés nem teljesen magatoél értet6ds, az indukcios
feltevést cselesebben kell alkalmaznunk.

Tegyiik fel tehat, hogy a (6.2) egyenl6tlenség fennall valamilyen m esetén tetsz6leges pozitiv szam m-esekre. Al-
kalmazva ekkor az indukcids feltevést az

~ ~ o ~ —1 1 -1

a1 = a1, ..oy Gmo1 = Gpe1y Gm = (G, + gy )
és )

7 7 7 -1 -1 \—

bl = bla R bmfl = bmflv bm = (bm + bm+1)
szam m-esekre

(6.3) Hyp(@y 4 b1, . .oy G + bin) = Hy(@15 -+ -y @) 4 Hon (b1, - <., ).



Vegyiik észre, hogy

m

(6.4) Hy (a1, ... 0m) = T 1 1 =
ar +...+ 1 + (a:n1+a;11+1)71
m
= m——l—leH(al’ coey Gy, am-i—l)u
és hasonloan
~ ~ m
(65) Hm(bl,,bm) == m—HHm+1(b1,...,bm,bm+1).

Ezek utan vegyiik egy kicsit szemiigyre a (6.3) egyenl6tlenség jobb oldalat. A (4.2) egyenl6tlenség alapjan
G + b = (a) + anky) T+ (0t bk) T <
S ((am + a'm+1)71 + (bm + bm+1)71)71-

Mivel a H,, fliggvény mindegyik valtozoban monoton névé — szamunkra ebben a pillanatban csupén az utolso valtozo
a lényeges —, ezért az el6bbi egyenl6tlenségbdl kovetkezGen

(66) Hm(d1+l~71;---aam+l;m) <
< Ho (a1 + b1,y (@ + Gg) ™ b+ b)) ™) =
m
= m——l—le+1(al +b1,. o Gmg1 b)),

Most mar nincs mas hatra, mint a (6.4), (6.5) és (6.6) Osszefiiggéseket a (6.3) egyenlStlenség megfeleld oldalaiba
helyettesiteni, és ekkor m/(m + 1)-gyel valo egyszertsités utan éppen azt kapjuk, hogy

Hpqi(ar + b1, .0 amg1 + bimygr) >
> Hp1(a1, -y meg1) + Hyg1 (b1, ooy big),

amivel az indukcios 1épés készen van. Az alabbi allitast nyertiik tehat.

6.1. allitas. Legyenek a;,b; (i = 1,...,m) pozitiv szémok. Ekkor

1 1 1
(6.7) T TS S 1 1 brmru
artbr T T A tbe, ar U T an by T b
avagy mdsképpen
(68) Hm(a1+b1,...,am+bm)ZHm(al,...,am)+Hm(b1,...,bm).

6.2. feladat. Mutassuk meg (a bizonyitas végigkovetésével), hogy a (6.7) egyenl6tlenségben pontosan akkor teljesiil
az egyenl6ség, ha az (a1,...,am), (b1,...,bn) vektorok azonos iranytak.

A korédbban mar bevezetett szummas jelolésmoddal a (6.7) egyenlStlenség a kovetkezGképpen irhato:

m

(Seonr)'s (£ (£

i=1

Ez az alak valojaban specialis esete egy sokkal altalanosabb egyenl6tlenségesaladnak, amelyben a (—1) kitevd helyett
tetszoleges valos p # 0 kitevs szerepel: ha p > 1 és x;, y; (1 = 1,...,m) tetsz6leges valos szamok, akkor

1/p 1/p

(6.9) (i » +y1-|p)1/p < (i )+ (i )

ha pedig p < 1, p # 0 és az x;, y; szamok mind pozitivak, akkor forditott egyenlStlenség teljesiil. Ezt az egyenlGtlenség-
csaladot, legalabbis a p > 1 esetét az irodalomban Minkowski-egyenlStlenség néven szokés hivni (a p < 1 esetet inkabb
forditott Minkowski-egyenlGtlenségnek). Hermann Minkowski (1864-1909) német matematikus — aki ugyancsak a Ko-
nigsbergi Egyetemen tanult — 1896-ban igazolta az egyenlStlenséget geometriai vizsgalodasai soran (lasd a [3] konyv
115-117. oldalait). A p = 2 specialis esetben

m 1/p
(k) = e+
=1



éppen az x = (x1,. .., &, ) m-dimenziés vektor euklidészi hossza (gondoljunk az m = 2,3 specialis esetekre), amelyre
bevezetve az |x| jelolést, a Minkowski-egyenlGtlenség az

Ix+y| < [x]+]yl

tomor alakba irhato at. Ez az tugynevezett m-dimenzioés haromszog-egyenl6tlenség, amelyet kétdimenziéban bizonyara
mindenki jol ismer és a 9. dbra szemléltet: tetszGleges — akar elfajuld — haromszdgben barmely két oldal hosszanak
Osszege legalabb akkora, mint a harmadik oldal hossza (mi koze ennek a 4.5. feladat négyzetes kozépre vonatkozo
részéhez?). A 9. abréardl az is vilagos, hogy egyenlség csak akkor van, ha az x és y vektorok azonos iranyuak.

X y

Xty

9. dbra. Haromszog-egyenlStlenség

m 1/p
], = (Z |wi|p)

=1

A p > 1 esetben az

képlettel az euklidészi hosszusag fogalméanak egy altalanositésa, Ggynevezett norma értelmezhetd — vajon mit ad |x| .
ha p — 00? —, amelyre nézve a Minkowski-egyenl6tlenség éppen a haromszog-egyenlStlenség:

A Minkowski-egyenl6tlenségnek egy masik interpretacidjat adjak a hatvinykozepek. Az aq, a9, ..., an pozitiv valds
szamok p-edik hatvanykozepe (ahol p tetsz6leges nem nulla valos szam)

a+ab+ .. +ar,\'?
- .

(6.10) Mpy(ai,az2,...,am) = (
Specidlisan p = 1 esetén
ar+as+ ...+ am

Ml(al,az,...,am): m 5

a szamtani, p = 2 esetén

2 2 2
ai t+ay+...+a
Mg(al,ag,...,am)—\/ L 2 m
m
a négyzetes kozép, tovabba p = —1 esetén
m
Mfl(a:[,a,Q, N ,am) =

1 1 1
a—1+g+...+m

a mar korabban (lasd a (6.1) formulat) H,,-mel jel6lt harmonikus kozép. S6t némi analizis segitségével (lasd a [5] konyv
248-250. oldalait) belathato az is, hogy M, formuléja folytonosan kiterjeszthetd a p = 0 értékre is, mégpedig

Mo(ar,az...,am) = ay -ag - ... am

a geometriai k6zép. Ekkor a (6.9) Minkowski-egyenlGtlenséget és a forditottjat m'/P-nel osztva, pozitiv x; = a;, y; = b;
(i =1,...,m) szamok valasztasaval éppen azt kapjuk, hogy p > 1 esetén

Mp(ar +b1,...,am +bm) < Mp(ar, ..., am) + Mp(bi, ..., bm);

ha pedig p < 1 (a p = 0 esetet is beleértve), akkor forditott egyenl6tlenség érvényes. Mindez a (6.8) egyenlGtlenség
altalanositasa a hatvanykozepekre (amely a 4.5. feladat kérdéseire is vélaszt ad).

A Minkowski-egyenlgtlenség altalanos esetével kapcsolatban tovabbi olvasmanyként a [9] cikket ajanljuk, amely
a konvexitas fogalmanak segitségével kozos kiinduldpontra vezeti vissza a Minkowski-, a Milne- és még mas nevezetes
egyenl6tlenségeket, valamint a Milne-egyenlGtlenség egy altaldnositasat is megfogalmazza.

6.3. megjegyzés. Megmutathatd, hogy ha Ohm torvénye helyett a nemlinearis
U=R-17Y?

Osszefiiggés lenne érvényes az ellenallasokra (ahol p = —1 felel meg Ohm torvényének), akkor az eddigiekben targyalt
megfontolasok altalanositasaként éppen a Minkowski-egyenl6tlenséget nyerjik. Errél kicsit b6vebben olvashatunk a [7]
cikkben.



7. Szamtani és harmonikus kézép Gjra

Elérkeztiink cikkiink legaltalanosabb ellenallas-halozatahoz, ezt mutatja a 10. dbra. Az 6sszes kapcesolo nyitott,
majd zart allapotaban felirva az eredd ellendllast, és ezutan kihasznalva Rayleigh monotonitési torvényét, az el6z6
szakaszok halézatainak mintdjara konnyen lathato, hogy az aldbbi egyenl6tlenséghez jutunk.

aiy ai2 a13 (2%

S

10. dbra. A (7.1) egyenlGtlenség halozata

7.1. allitas. Ha a;;, by; (1 =1,...,m; j=1,...,n) pozitiv szdmok, akkor
m n —1\"! n m —1
—1
(7.1) (Z (Z%j) ) > (Zaij ) )
i=1 \j=1 j=1 Ni=1

vagy ekvivalensen

Hm(a11—|—...—|—a1n,a21+...—|—a2n,...,am1—|—...—|—amn)Z
> Hm(alla-'-aaml)+Hm(a12u'--;am2)+-'-+Hm(aln7-~-7amn)-

Specidlisan n = 2 esetén éppen a mar igazolt (6.7) egyenl6tlenséget kapjuk, és ebbdl kiindulva az 5.1. 4llitas
bizonyitasanak mintajara n-re vonatkozo teljes indukcioval rogton adodik az altaldnos eset.

7.2. feladat. Gondoljuk végig a 7.1. 4llitas bizonyitasat n-re vonatkozoé teljes indukcioval, és mutassuk meg, hogy
egyenlGség csakis akkor teljesiil, ha az (aij,...,am;) (j = 1,...,n) vektorok paronként azonos iranyuak.

Természetesen az n-re vonatkozé teljes indukcioé helyett m-re vonatkozé indukciot is hasznalhatunk az m = 2
esetbdl (vagyis az 5.1. allitasbol) kiindulva tgy, ahogyan a (6.7) egyenl6tlenséget is igazoltuk.

7.3. feladat. Gondoljuk végig a 7.1. allitas bizonyitasat m-re vonatkozoé teljes indukciéval, és mutassuk meg, hogy
egyenlség pontosan akkor teljesiil, ha az (a1, ...,a:) (i = 1,...,m) vektorok paronként azonos iranytak.

A jobb atlathatosag érdekében gyakran célszeriaz a;; (i = 1,...,m;j = 1,...,n) szamokat egy m xn-es tablazatba,
matematikai nyelven m x n-es matrixba rendezni:

ail ai2 --- Qip
a1 a2 --- G2n
Am1 QGm2 **° Omn

Az egyenlGség a 7.2. és 7.3. feladatokban megfogalmazott feltételeib6l kovetkezGen a matrixra az alabbi kis allitast
nyertik.

7.4. allitas. Az A matriz oszlopaibdl képzett m-dimenzids vektorok pontosan akkor azonos iranyiak, amikor a so-
rokbol képzett n-dimenzios vektorok azonos iranyiak.

7.5. feladat. Igazoljuk kozvetlenill (a 7.2. és 7.3. feladatok felhasznalasa nélkil) a 7.4. allitast.

Térjiink még vissza a (7.1) egyenl6tlenségre néhany gondolat erejéig. El6szor is érdemes végiggondolni, hogy milyen
egyenl6tlenségeket kapunk, ha a 10. dbra halézataban nem az Gsszes kapcsolét zarjuk.



7.6. feladat. Irjuk fel, hogy milyen egyenl6tlenségek adodnak a Rayleigh-féle monotonitasi elvbél, ha a 10. abra
hélézataban csak bizonyos sorok vagy oszlopok kapcsoléit zarjuk.

A (7.1) egyenl6tlenségnek egy specialis esete is figyelemre mélt6. Tekintsiik ugyanis az

a11 ai2 -+ QAin ay az --- Qp
a21 A22 -+ A2n a2 az --- ai
Gnpl An2 *** Ann Gp a1 -+ Gp—1

szereposztéast, ahol a jobb oldali matrix egy sorét ,eggyel balra tolva és a legutolsé elemet el6re helyezve” kaptuk
a rakovetkezs sort. Kénnyen lathato, hogy ekkor a (7.1) egyenlStlenség az alabbi alakra egyszertsodik:

a+...+a n
(7.2) = > T
n a—l + e + Z
ami éppen az ay, ..., a, szamok szdmtani és harmonikus kozepei kozotti egyenlGtlenség.

7.7. feladat. Bizonyitsuk be (a (7.1) egyenlGtlenségbeli egyenlGség feltételének ismeretében), hogy a (7.2) egyen-
16tlenségben pontosan akkor &ll fenn egyenl6ség, ha a1 = a2 = ... = ay,.

A két pozitiv szam szamtani és harmonikus kozepei kozott érvényes (3.2) azonossag valdojaban n pozitiv szam
esetére is altalanosithato, és ezzel egy Gjabb bizonyitast nyeriink a (7.2) egyenl6tlenségre.

7.8. feladat. Alakitsuk négyzetosszeggé az

a1 +...+an B n
n a_11 + ...+ i
kifejezést. Segitség: n = 3 esetén
a1+ a2 + as _ 3 _ (al — a2)2a3 + (az — a3)2a1 + (al — a3)2a2
3 a% + % + i 3(ajaz + azas + ajaz) '

7.9. megjegyzés. A (6.7) egyenlGtlenséghez hasonléan a (7.1) egyenlétlenség is valojaban egy altalanosabb csalad

tagja: hap>1észy; (1=1,...,m;j=1,...,n) tetsz6leges valos szamok, akkor
m n P 1/p n m 1/p

9 (S]] ) <2 (Zkar)
i=11j=1 j=1 “i=1

ha pedig p < 1, p # 0 és az x;; szdmok mind pozitivak, akkor forditott az egyenl6tlenség irdnya. A p = 2 eset
nem mas, mint az m-dimenziés haromszog-egyenlGtlenségnek a ,tordttvonal-egyenlGtlenség” valtozata, mely szerint
egy zart torottvonal barmely oldaldnak hossza legfeljebb akkora, mint a tobbi oldal hosszanak Gsszege. Valoban,
az x; = (1j,...,Tm;) ( =1,...,n) vektorok bevezetésével arrol van sz6, hogy

%1+ .o+ xp| < X1+ [Xa

amit a 11. dbra szemléltet. Err6l az egyenlGség feltétele is szemléletes, az x1,...,%, vektoroknak paronként azonos
iranytaknak kell lenniiik.
X3

X9 Xn—1

le‘i‘""“xn\%:

11. dbra. Haromszog-egyenlGtlenség altalanositasa

7.10. feladat. Fogalmazzuk meg a (7.3) egyenl6tlenséget (a (6.10) képlettel értelmezett) hatvanykozepek segitsé-
gével.



7.11. térténeti megjegyzés. A (7.1) egyenl6tlenségnek a 10. abra ellenallas-halozatahoz valé szoros kapcsolatét
el6szor Alfred Lehman (1931-2006) vette észre, aki 1960-ban a SIAM Review folyoirat feladatrovataban — amelynek
egyébként Murray S. Klamkin (1921-2004), amerikai matematikus és rendkiviil termékeny feladatkittiz6 volt a szer-
kesztGje — irta le az Gtletet, és tiizte ki feladatként a preciz bizonyitast (lasd [1]). Lehman kapcsolok nyitasa és zarasa
helyett egyszertien révidre zarta az ellenallasokat, de talan a kapcsolok beiktatasa természetesebb gondolat, ezért ér-
veltiink mi igy. A kitzott feladatra beérkezett megoldasok koziil a rovatban két évvel kés6bb Fazlollah Reza — idén
101 éves — perzsa matematikus megoldasat jelentették meg, amely éppen az altalunk is targyalt teljes indukciés bizo-
nyitas. Emellett Lehman megjegyzéseit is kozolték, amelyben felhivja a figyelmet a Minkowski-egyenl&tlenséggel vald
rokonsagra, valamint a 6.3. megjegyzés végén emlitett nemlinedris Ohm-térvénnyel kapcsolatos altalanositasi lehetGsé-
gekre. Mindezek miatt gyakran a kiilonb6z6 cikkekben Lehman-egyenlGtlenségként emlegetik a (4.2) egyenlGtlenséget,
mikozben azt Milne méar joval korabban és altalanosabb formaban hasznalta.

Bar cikkiink lassan a végéhez kozeledik, de az &dltalanositasok sora korantsem ér véget. A targyalt ellenallasok
helyett ugyanis t6bb be- és kimenettel rendelkezs (tobbpolust) ellendllasokat is egymashoz kapcsolhatunk. Ekkor
az ellenallasokat egyetlen szam helyett egy matrixszal irhatjuk le. Soros kapcsolas esetén az eredd ellenallast a matrixok
(elemenként vett) Osszege adja meg, parhuzamos kapcsolas esetén az (1.3) Osszefiiggés megfelels altalanositasa lesz
érvényben és matrixok Ggynevezett parallel Osszegét kapjuk. Ennek segitségével lehet példaul értelmezni két méatrix
harmonikus kozepét. Eppen ez motivalta és inditotta el a matrixok, majd még altalanosabb objektumok — ugynevezett
operatorok — kozepei elméletének fejlédését a 1960-as évek végétsl kezdddden, amely azoéta is igen aktiv és népszeri

kutatasi teriilet (matrixok kozepeirsl magyarul a [4] cikkben olvashatunk).

8. Zaras: tovabbi fizika a matematikaban

Cikkiinkben egy remélhet6leg sokak szidmara megleps és érdekes példajat mutattuk annak, hogy tisztin matema-
tikai jellegt allitasok — tigymint algebrai egyenlGtlenségek — mogott is rejtézhetnek fizikai elvek és torvények, amelyek
egy csapasra szemléletessé és vilagossa tehetik az addig kissé szaraznak tind Osszefiiggéseket. Ahogy a bevezetGben
is utaltunk ra, szamtalan helyen taldlkozhatunk hasonlé gyongyszemekkel a matematikidban, a mar idézett [2] konyv
rengeteg ilyen témakort targyal — tobbek kozott a Pitagorasz-tételnek legalabb fél tucat ,fizikai bizonyitasat” mutatja
be. Ezenkiviil Polya Gyorgy kivalo [6] konyvében egy egész fejezetet szan a témakorre, valamint a [8] szakdolgozat-
ban is b6ven talal az Olvaso fizikai érveléseket matematikai eredményekre. Tovabbi érdekes olvasnivalokat sorolunk
fel az irodalomjegyzékben, ahol a legtébb mii elektronikus véltozatanak elérhetségét is megadjuk (a linkek 2015.
augusztusi allapotot tiikréznek). Bizunk benne, hogy minél tobben, didkok és tanarok egyarédnt hasznét veszik majd
a kozépiskolai matematikaval és fizikaval val6 foglalkozas soran.
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