Megoldasvazlatok a 2015/4. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

I. rész

1. Bizonyitsuk be, hogy 1g 2 irraciondlis. (11 pont)
Megoldas. Bizonyitasunk indirekt. Abbdél indulunk ki, hogy lg 2 pozitiv valos szam. Ha lg 2 racionélis szam volna,
P

akkor felirhato lenne p/q alakban, ahol p és ¢ pozitiv egész szamok. A logaritmus fogalma alapjan ekkor 109 = 2,
mindkét oldalt ¢g-adik hatvanyra emelve 10P = 29,

Mivel 107 oszthato 5-tel, 29 viszont nem, ezért az egyenlGség nem allhat fenn. lg 2 tehat nem lehet racionéalis, ami
egy valos szam esetében azt is jelenti, hogy irracionalis.

2. a) Hdny kilonbizd dtvonalon juthatunk el a 8 x 8-as sakktdbldn a bal felsé sarokban lévd, az dbran K-val jelolt
mezordl a jobb alsé sarokban lévd, V-vel jelolt mezdre, ha barmely érintett mezdrél csak az alatta lévd, vagy a jobb
oldaldn lévd mezdre léphetink?

v

b) Hdny olyan dtvonal van ezek kiézétt, amely a kiinduld mezdtdl szamitott negyedik oszlop és negyedik sor keresz-
tezddésében lévd, T-vel jelolt mezét nem érinti? (12 pont)

Megoldas. a) Az 1. dbra illusztracioképpen egy lehetséges ttvonalat mutat.
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1. dbra

Az atvonalat leirhatjuk egy j (jobbra) és | (lefelé) betiikbol allo jelsorozattal is:
L.

Barmely utvonal, amely a szabalyoknak megfelel, 6sszesen 14 1épésbdl all; ezek koziil 7 torténik jobbra és 7 lefelé.

Annyi kiilénb6z6 ttvonal van, ahany kiilonb6z6 jelsorozat, mivel a megfelelés kolcsonosen egyértelmd.

s 14!
A kiilénboz6 tvonalak szdma az ismétléses permutaciok szerint: Pyyy.,y = T = 3432.

14
Ugyanerre az eredményre jutunk, ha a Cia;7 = ( 7) kombinaciokat vessziik alapul.

b) A kérdés megvalaszolasahoz kiszamitjuk, hogy hany kiilonb6z6 dtvonal halad at a negyedik oszlop negyedik
soraban 1évs mezon (T), és ezt a szamot levonjuk az el6bb kapott 3432-bél.

6
A kiindulo K mezbdl 6sszesen 6 1épéssel jutunk a T mezore, és ez (3) = 20-féleképpen torténhet. Innen a V-

8
vel jelolt végallomasra ( 4) = 70-féleképpen juthatunk el. Az elsé utszakasz barmelyikéhez a masodik barmelyike

parosithato, ezért 20 - 70 = 1400 ttvonal érinti a T mez6t. Ebb6l kovetkezik, hogy 3432 — 1400 = 2032 viszont nem
érinti.



3. a) Bizonyitsuk be, hogy ha az (a,) végtelen szdmtani sorozat elemei természetes szamok és ezek kozott van
kébszdm, akkor a sorozatnak végtelen sok kdbszdam eleme van.

b) Ha példdul a sorozatban szerepel a 125, és a sorozat differencidja 3, akkor lehet-e 125-nél kisebb kobszdm a so-
rozatban? (10 + 4 pont)

Megoldas. a) Legyen a sorozat kobszam eleme aj = &

ismeretében kiszamithatjuk

(¢ > 0 egész szam) és d a sorozat differenciaja. Ezek

¢+ (3¢* + 3cd + d*)d
értéket. Nyilvanvalo, hogy ez sorozatunk eleme, és ez is kdbszam, mégpedig (¢ + d)®.
Konnyen lathato ugyanilyen alapon, hogy (¢ + 2d)3, (c+ 3d)3, ... szintén elemei a sorozatnak.
b) 125-nél kisebb nem negativ kobszamok a 0, 1, 8, 27 és 64. Mivel a sorozat differnciaja 3, ezek koziil csak azok
johetnek széba, amelyeknek 125-t61 valo eltérése oszthatd 3-mal. Ebbél a szempontboél csak a 8 felel meg. Marmost ha
teljestil, hogy a sorozat kezd§ eleme a; < 8, akkor van a sorozatnak 125-nél kisebb kdbszam eleme, egyébként nincs.

4. Bitorok hegyes sarkai sériilést okozhatnak. Kilondsen kisqyermekekre jelentenek veszélyt eqy asztal sarkai. Eppen
ezért az 1 m x 1 m-es asztalunk lapjdt lekerekitettik az asztallap sikjira merdlegesen tartott firésszel olyan korivek
mentén, amelyek kozéppontja egybeesik a négyzet alaki felilet kozéppontjdval. A négy oldalél mindegyikébsl 80 cm hosszi
egyenes szakasz maradt meg. Az egyenletes vastagsdgu asztallap tomege eredetileg 7 kg volt. Mekkora lett a témege
az dtalakitds utdin? (14 pont)

Megoldas. Osszuk az asztallapot négy egybevago részre a kozépvonalak mentén. A négy negyed egyikét a 2. dbra
mutatja.

0,4 m
=/
r
0,5 m
r 0,4 m
B
a
a ia
0,5 m
2. dbra

Az abrazolt feliilet két derékszogi haromszogbdl és egy r sugart korcikkbdl all. A haromszogek teriilete egyiittvéve
0,2 m%. A korcikk kozépponti szoge 5 = 90° — 2a, ahol tga = 0,8. Innen a szogek két tizedesjegy pontossaggal:

o =38,66° 6s B =12,68°.

A korcikk teriilete
12,68°

=7-0,41 m?
oA a0

~ 0,045 368 m?,

7TT2'

mivel 7 = (0,5° + 0,4%) m* = 0,41 m?.
Az asztallap tomege aranyos teriiletének nagysagaval, amely eredetileg 1 m? volt és 4 - (0,2 4 0,0453 68) m? =
0,981 47 m? lett, a kérdéses tomeg ezért 7 kg - 0,981 47 = 6,870 kg.

II. rész

5. Egy dobokockaval kétszer dobunk.

a) Hdny elemi esemény alkotja az eseményteret?

b) Mekkora annak a valdszinisége, hogy a dobott szimok dsszege legaldbb 97

¢) Mekkora annak a feltételes valdszinisége, hogy a dobott szamok dsszege legaldbb 9, ha az elsd dobott szdam leg-
alabb 57

d) Mekkora annak a feltételes valdszinisége, hogy a dobott szdmok 0Osszege legaldbb 9, ha az elsé dobott szdm
legfeljebb 47 (2444545 pont)



Megoldas. a) Az eseményteret 36 elemi esemény alkotja, amelyet egy 6 x 6-os tablazattal szemléltetiink (3. dbra).
Ez a tovabbi kérdések megvalaszoldsahoz is hasznos lesz.

1;111;211;311;4(1;5| 156
2;112;212;312;412;5|2;6
Bs 3;113;213:313:413;5(3;6 /
4;1(4:214;3|4;4(4;5|4;6
5;115;2]5;3]15;4|5;5|5;6
6;1]6;216:3/6:4|6;5|6;6

By

3. dbra

k
b) A klasszikus valoszintség szerint P = — (a kedvezs esetek szama osztva a lehetséges esetek szamaval). Jelolje A
n

azt az eseményt, hogy a dobott szamok Osszege legalabb 9. A kedvezd esetek szama k = 10 és P(A) = ;)_(6) =0,277.
¢) Az A esemény feltételes valoszintisége a B eseményre mint feltételre vonatkozoan: P(A|B) = ]jD(?BB)) By jelolje
azt az eseményt, hogy az elsé dobott szam legalabb 5. P(B;) = % Az AB; esemény az A és a By halmaz k6zos része
7 elemi eseményt tartalmaz. P(AB;) = %,
l 7 .
P(A|By) = % =13= 0,583.

2
d) Jelolje By azt az eseményt, hogy az els6 dobott szam legfeljebb 4. P(Bs) = 3" Az AB5 eseményt 3 elemi esemény

alkotja.
ABy 3 _ 1 AlB) — 5 1
A P(A), P(A|By) és P(A|B2) valoszintiségeket 6sszehasonlitva megallapithato, hogy a feltételként szerepls esemeény
a valoszintiségeket jelentGsen befolyasolhatja kedvezd vagy kedvezétlen iranyban is.
Megjegyezziik, hogy a feltételes valoszintség meghatarozasanal a feltételiil szabott esemény tulajdonképpen a biztos
esemény szerepét veszi at. Példaul a d) pontban vizsgalt esetben gy is szamolhatunk, hogy Bs 24 elemi eseménybdl

allé eseménytér, amelyen beliil a kedvez6 esetek szdma 3, a valoszintiség pedig M=z

8
6. Az f(x) = 24 ax? + 2z figguényrdl tudjuk, hogy inflexids érintdje pirhuzamos az x+vy = 0 egyenletd egyenessel.
Hatdrozzuk meg az a egyiitthato értékét. Igazoljuk, hogy a figgvény inflexids pontja az x-tengelyen van. (16 pont)

Megoldas. Az f(x) fiiggvény elsé derivaltja: f'(x) = 32 4 2ax + 2. Ez barmely helyen megadja az érint6 mere-
dekségét.

A mésodik derivalt: f”(x) = 6z + 2a. f”(z) =0, ha xo = —%. Itt a fiiggvénynek inflexios pontja van, mivel f”(x)
xo-nal elGjelet valt (negativbol pozitivba).

Az inflexios érinté meredeksége az x + y = 0 egyenletd egyenessel valo parhuzamossag folytan —1. Tehat

[

2

Nwo)=3-2 —2.2 to= 1
innen a? = 9, vagyis a; = 3, ag = —3.
Ha a; = 3, akkor To1 = —1 és f(:EOl) =0.
Ha pedig aa = —3, akkor zgs = 1 és f(zo2) szintén egyenld 0-val, tehat az inflexios pont mindkét esetben az

x-tengelyen van.

7. Bizonyitsuk be, hogy

Vsinx + v/cosx < %,

ha0§x<g. (16 pont)



Megoldas. Mivel a bizonyitando egyenlétlenség mindkét oldalan pozitiv mennyiségek allnak, ezek négyzetei kozott
fennallo relacié az eredeti egyenlGtlenségre is igaz. Tehat elég azt bizonyitani, hogy

sinx+cosx+2m§ NG (O§x§ g)
(1) sin:z:+cos:1::\/m:\/sin2x+cos2:1:+2sin:1:cos:1::\/1+ST2:1:§\/5
és
(2) 2Vsinz cos T = v2v/sin 2z < V2,

ezért a bal oldal 2\/§—nél, vagyis v/8-nél nem lehet nagyobb.

8. Szerkessziink derékszogi hdromsziget, ha adott a beirt és a kérilirt korének sugara. Mi a megoldhatdsdag feltétele?
(Elegendd a szerkesztés menetét leirni.) (16 pont)

Megoldas. Jeldlje ¢ a beirt, r pedig a koriilirt kor sugarat. (A derékszogl haromszog oldalait a szokésos moédon
jeloljik.) A Thalész-tétel értelmében ¢ = 2r. A beirt kor sugarara fennall: ¢ = a + b — 2p. Ehhez azt kell latni
(4. dbra), hogy a derékszog csticsanal kialakul egy o oldalt négyzet, tovabba azt, hogy kiilsé pontbol egy korhoz
huzott érintGszakaszok egyenldk.

4. dbra

A felirt Gsszefiiggésekbdl 2(r + o) = a + b.

A feladat ezek utan ugy is szélhatna, hogy szerkessziink derékszogd haromszoget, ha adott az atfogdja és a két
befogd Osszege. Ehhez a 5. dbra ad segitséget. Az ABC' derékszogl haromszog b befogdjanak meghosszabbitasara
felmértiik az a befogot: AD = a + b.

5. dbra

Mivel BCD egyenls szara derékszogl haromszog, a D-nél fekvs szoge 45°. Ezek alapjan a szerkesztés menete
a kovetkezs. Egy 45°-o0s szog egyik szarara a D cstucsbol kiindulva felmérjiik az a + b hosszisagu szakaszt: igy kapjuk
az A pontot. A mésik szarbodl kimetssziik azt a B pontot, amely az A ponttdl ¢ = 2r tavolsagra van. Mivel az ABD
haromszog megszerkesztéséhez két oldal és a kisebbikkel szemkozti sz0g all rendelkezésre (nem egybevagosagi alapeset),
altalaban két megfelelS cstiicspont, By és By adodik (6. dbra).

B




A megszerkeszteni kivant ABC derékszogii haromszog C cstucsat a Bi, illetve a By pontbdl az AD szakaszra
bocsatott merdlegesek C1, illetve C5 talppontja adja. Habar két hdromszdget kaptunk, a megoldés egyértelmi, mivel
az AB1Cy és AB>C5 haromszogek egybevagoak. Ezt az atfogok és az a-val jelolt hegyesszogek egyenlGsége biztositja.
(Az « sz0g az ABoCy haromszogben a Bs csucsnl fekszik.)

Abban az esetben, ha ¢v/2 = a + b, akkor B és By egybeesik: az ABC haromszog egyenld szari.

Ha ¢v/2 < a + b, akkor nincs megoldas.

Més szoval a megoldhatosag feltétele: 2rv/2 > 2(r + p), vagyis o < T(\/§ -1).

9. Egy harckocsizé alakulatndl szolgdlo férfiak 40 fds csoportjiban a testmagassig (x;) és a testtomeg (y;) adatait
a kévetkezd tablazat tartalmazza:

testmagassag x; [cm] testtomeg y; [kg]
162 70, 77
163 61
164 58, 64, 68
165 73
166 62, 65, 70
167 65, 66, 75, 80
168 63, 69, 71, 79
169 64, 70, 75, 76
170 58,61, 71, 75, 75, 88
171 67, 68, 75, 77
172 61, 65, 70, 84
173 58, 77
174 63, 80

a) Ha a kg-ban mért testtomeget a m-ben mért testmagassdg négyzetével elosztjuk, akkor az igynevezett testtomeg-
indezet kapjuk. A katonaorvos egy bizonyos egész szamndl nagyobb testtomeg-index esetén mindsit valakit tilsulyosnak.
Mekkora ez az érték, ha az orvos szerint a szébanforgd csoportban a tulsilyosok ardnya 10%7

b) Szdamitsuk ki az T és y dtlagokat. Jeldlje u azoknak az (x;,y;) értékpdroknak a szdmdt, amelyeknél a két adat
az dtlaghoz képest ugyanabban az irdnyban tér el, v pedig azoknak a szdmdt, ahol az eltérés ellentétes iranyu. Szamitsuk

“-v hdnyadost. Mire kovetkeztethetink ebbdl? (8 + 8 pont)

ki az

u—+v

Megoldas. a) Azt a négy egyént kell megtalalnunk, akiknek a testtomeg-indexe a 40 f6s alakulatban a legnagyobb.
Ezek:

T; Yi Index
170 88 30,45
162 77 29,34
167 80 28,69
172 84 28,39

A kovetkezd (168;79) mar csak 27,99.
Természetesen ehhez nem sziikséges mind a negyven adatot kiszamitani, de azért koriiltekint&en kell eljarni.

Az orvos tehat 28-nal nagyobb testtomeg-index esetén mindsit valakit tulsulyosnak.
b) Az atlagok:

T = %34 = 168,6 cm,
_ 2794
Az adatparokat négy kategoriaba sorolva:
z; [em]; v [kg] Gyakorisdg
x; < 169; y; < 70 J&H’ JrH|' 10
u =23
221699, 270 | M M| 13
2 <169y, >70 | M| 8
v =17
22169y, <70 | M |l 9




U —v 6
N =10 0,15. Ez azt jelzi, hogy a testmagassag és a testtomeg kozott milyen szoros
u—+ v
a kapcsolat. Ertéke nyilvan +1 és —1 kozott mozoghat. Ha x; és y; minden esetben ugyanabba az irdnyba térne el az
atlagtol, akkor 41, ha pedig minden esetben ellentétes irdnyt lenne az eltérés, akkor —1 volna az értéke. Ezek nagyon
erGs Osszefiiggést jelentenének. Ha viszont a hanyados 0, akkor a két jellemz& egymastol fliggetlennek tekinthetd.
Esetlinkben a 0,15-os érték azt mutatja, hogy a testmagassag és testtomeg kozott meglepGen gyenge a kapcsolat,

bar igaz, hogy az atlagosnal magasabb egyének kdrében az atlagosnal nagyobb tomegtek felé billen a mérleg.

A keresett hanyados:



