Szakaszok ekvioptikus gorbéi

Bevezetd

Ekvioptikus, azaz egyenls 1atoszogli. Ha adott a sikon két gorbe, ugy azok ekvioptikus gorbéjén (réviden ekviop-
tikusan) azon pontok mértani helyét értjiik, melyekbdl a két gorbe ugyanakkora szogben latszik. A 1at6sz6g annak
a legkisebb szognek a nagysaga, amelynek szogszarain kiviil nincs pontja a gérbének.

Talalkozhatunk még az izoptikus kifejezéssel, mely jelentése allando 1atoszogi. Adott egy sikgorbe és egy rogzitett
a sz0g. Ekkor azon pontok mértani helye, melyekbdl a gorbe a szogben latszik, a gorbe a-izoptikusa. Amennyiben
a = 90°, ugy az a-izoptikust ortoptikusnak is nevezziik. Két gorbe azonos szogi izoptikusainak metszéspontjai alkotjak
tehat az ekvioptikus gorbét.

Az olvasé példaul meggondolhatja, hogy két nem metsz6 kor ekvioptikusa egy harmadik kor, egy parabola ortopti-
kusa egyenes, mig az ellipszisek és hiperbolak ortoptikusai korok. Az ellipszisek és hiperbolak a-izoptikusai altalaban
negyedrendd gorbék.

Jelen cikkiinkben szakaszok ekvioptikusait fogjuk vizsgélni, azzal a kiegészitéssel, hogy a szogeket iranyitottan
nézziik, modulo 180°. Ez biztositja azt a kényelmet, hogy példaul egy szakasz a-izoptikusa a teljes korvonal legyen
(ne pedig két kiilon koriv, melyek egymaés tiikorképei a szakasz egyenesére).

Definicié. Adottak a sikon az A, B, C, D pontok. Az AB és CD szakaszok ekvioptikus gorbéjének nevezzik és
S(A, B, C, D)-vel jeloljiik azon pontok mértani helyét, melyekbdl a két szakasz egyenld iranyitott szogben latszik:

S(A,B,C,D) = {P| APB<=CPD< (mod 180°)}.

Megjegyezziik, hogy pl. A-hoz ,nagyon kézeli” P pontokra az AP B< minden lehetséges értéket felvesz, ezért P = A
esetén a fenti egyenlGséget igaznak tekintjiik. Tehat az A, B, C, D pontok is elemei a fenti halmaznak.

A goérbe néhany tulajdonsaga
1. allitas. Két szakasz ekvioptikusa mindig egy legfeljebb harmadrendd gorbe.

Bizonyitas. Legyenek a pontok koordinatai A(aq,as), B(b1,b2), C(c1,c2), D(d1,ds) és P(z,y), tovabba legyen P
merGleges vetiilete az y-tengelyre X (0,y) (1. dbra). Ekkor az APB sz6g tangense kifejezhets az AP és BP szakaszok
mg, myp meredeksége, és a tangens addicios képlete alapjan:
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A szamlaloban az xy tag éppen kiesik, ezért f; els6foku, fo pedig méasodfoki polinom. Ugyanigy, tg CPD< =
91(xz,y)/g2(z,y), ahol g1 elséfoku, go méasodfoku. Mivel tg APB< = tg CPD< éppen ekvivalens azzal, hogy APB< =
CPD< (mod 180°), a keresett gorbe egyenlete f1/fo = g1/92, azaz 0 = fi1g2 — f2g1, ami valoban (legfeljebb) harmad-
rendd gorbe.




1. dbra

2. allitas. Amennyiben ABDC deltoid, igy S(A, B,C, D) egy kor és egy egyenes unidja.

1. bizonyitas (Koordindtageometria). Legyen a deltoid szimmetriatengelye pl. BC, és vegyiik fel a koordinata-
rendszert ugy, hogy BC legyen az z-tengely, AD pedig az y-tengely. Ekkor a; = 0, b2 =0, ¢ =0,d; =0, az+ds =0,
igy a 0 = f192 — f2g1 egyenlet egy kis szamolassal a kdvetkezé alakra hozhato:

0=y- ((!E2 + y2)(b1 +c1)+ x(2a§ — 2b101) — ag(bl + Cl))-

Az els6 tényezs az y = 0 egyenes, a masodik tényezs pedig egy kor egyenlete, hiszen x2 és y? egyiitthatoi megegyeznek,
és nincs xy tag.
Ebbél a megoldasbol az deriilt ki, hogy az egyenes a deltoid szimmetriatengelye, a kor pedig tiikros erre az egyenesre.

2. bizonyitas (Apolloniusz-kiér). Vegylnk egy tetszéleges P pontot az ekvioptikus gorbérdl, és legyen T az APD
kor és a BC egyenes (egyik) metszéspontja (2. dbra, az ekvioptikus szaggatott vonallal van jelolve). Ekkor szimmetria
miatt 7" az AD iv felez6pontja, igy APT< = T PD<. Ezt hozzdadva ahhoz, hogy BPA< = DPC<, azt kapjuk, hogy
BPT< =TPC< (mod 180°).

2. dbra

Az APDT Xkor tiikkros BC-re, és T rajta van BPC< szogfelezGjén, ezért ez a kor nem més, mint a B, C' pontok
T-n atmend Apolloniusz-kore (amennyiben P nincs rajta a BC egyenesen). Mivel D is rajta van ezen az Apolloniusz
koron, ezért tetszéleges P pont esetén BP/PC = BD/DC, vagyis az APDT kor allando. Igy P mértani helye a B, C
pontok D-n atmend Apolloniusz-kore, tovibba a nyilvanvalo BC' egyenes.

Ebbél a megoldasbdl az is kideriilt, hogy a mértani helyként kapott kdr nem csak egyszerden tiikros az egyenesre,
hanem egy konkrét Apolloniusz kor. Ezt szintén érdemes megjegyezni.

3. bizonyitas (Forgatva nyijtds). Legyen M azon ¢ forgatva nytjtas kozéppontja, melyre o(AB) = CD (8. dbra).
Ismert, hogy ekkor M rajta van az AB, BD, DC, C' A egyenesek koziil barmely harom altal meghatarozott haromszog
koréirt korén. Legyen P egy pont az M kdzépponta M D sugart k kéron. Amennyiben a ¢ forgatva nyijtas soran
az ABP haromszog képe CDP’, gy létezik olyan M kozépponta ¢ forgatva nyujtas is, melyre ' (BD) = PP'.

Pl

3. dbra

Ekkor a ¢ forgatva nyujtas miatt M DCA ~ M BAA, a deltoid szimmetridja miatt az M BAA és M BD A harom-
szogek egybevagoak és ellentétes koriiljarastak, a ¢’ forgatva nyujtas miatt pedig MBDa ~ MPP),. Mivel olyan
P pontot vettiink, ami rajta van k-n, tehat M D = M P, ezért az M DCa és M PP haromszdgek egybevigoak és
ellentétes koriiljarastak. Ez pedig azt jelenti, hogy CDPP’ hartrapéz, igy DPC< = DP'C< = BPA< (mod 180°),
a ¢ forgatva nyujtast is hasznalva. Igy a k kor minden P pontja rajta van S(A, B, C, D)-n, tovabba a BC' egyenes is
rajta van, és tudva, hogy a gorbe harmadrendd, ezért mas pontja nincs is.

A 2. allitasra fogunk adni egy 4. bizonyitést is, ehhez azonban meg kell ismerniink a Cserebere-tételt (csak a cikkben
nevezzik igy).



A Cserebere-tétel

Elérkeztiink cikkiink f6 attrakciojahoz. A most kovetkezs tétel arrol szol, hogy ekvioptikus gorbét valojaban nem
két szakaszhoz rendeliink, hanem négy egyeneshez.

3. allitas (Cserebere-tétel). Adottak a sikon az a, b, c, d egyenesek, melyek kozil semelyik hdromnak sincs kozds
pontja. Kivdlasztunk kézilik kettdt, pl. a-t és b-t, majd tekintjik azt o két szakaszt, amit a mdsik két egyenes, ¢ és d
metsz ki beldlik. Ekkor ezen két szakasz ekvioptikus gorbéje nem fiigg attol, hogy melyik két egyenest vdlasztottuk ki.
Tehdt példdul b és c felcserélhetd:

S(anc,and,bNne,bnNd) =S(anb,and,cNb,cNd).

A /4. dbra jobb oldali részén a lehetséges zﬁ és C"ﬁ vektorok vannak berajzolva. A Cserebere-tétel szerint a hat
abra koziil barmelyik esetén S(A, B, C, D) a bal oldali harmadrendi gorbe lesz.

4. dbra

A bizonyitashoz kettdsviszonyokat fogunk hasznélni. A projektiv geometriarol és kettGsviszonyrol b&vebben az [1],
[2], vagy [3] hivatkozasokban lehet olvasni.

Bizonyitas. Legyen A = aNe, B=and, C =bNe, D =bNd, E=anb F=cnd, U= APNb és
V =APnNd (5. dbra). Megmutatjuk, hogy ha APB< = CPD<, akkor BPE< = FPC< (mod 180°), minden maés
egyenesfelcserélés ezzel egyenértékii allitashoz vezet. Az A pontbol d-rél b-re valo vetités soran a kovetkezs kettGsviszony
megmarad:
(BVDF) = (EUDCQC).

Tetszoleges kettGsviszony ,yvisszafelé” is leirhato, igy (EUDC) = (CDUE). A P koriili sugarsorokkal megfogalmazva,
ugyanezt:
(PB,PA,PD, PF) = (PC,PD, PA, PE).

Az APD< szogfelezGjére tiikkrozve PA képe PD, és PB képe PC'. Egy kettGsviszony értéke és harom egyenese alapjan
a negyedik egyenes egyértelmi, ezért az el6z6 kettGsviszonyok csak akkor lehetnek egyenlék, ha PE képe PF'. Ekkor
BPE< = FPC<« (mod 180°), igy a Cserebere-tételt belattuk.




2. allitas, 4. bizonyitas (Cserebere-tétel). Legyenek az ABDC' deltoid szemkozti oldalainak metszéspontjai E =
ABNCD é F = AC N BD (6. dbra). Ekkor a Cserebere-tétel szerint S(A, B,C,D) = S(A, F,E,D). Azonban
az AFED hurtrapéz szarainak ekvioptikusit konnyd megtalalni: szimmetria miatt a BC' egyenes, a keriileti szogek
tétele miatt pedig az AFED kor minden pontja rajta van az ekvioptikus gorbén. Tehat deltoid esetén az ekvioptikus
valoban egy kor és egy egyenes unidja.

6. dbra

A kori idealis pontok

Komplex projektiv siknak nevezzik azon (z,y, z) # (0,0,0), z,y, 2 € C komplex szamhéarmasok halmazat, melyben
az (z,y,2) és (Ax, \y, A\z) pontokat azonosnak tekintjiik minden A # 0, A € C esetén. A walds projektiv sikot ugy
lehet elképzelni, hogy a 3-dimenzi6s euklideszi térben az origén atmend { (Az, Ay, Az) | A € R} egyeneseket elmetssziik
a z = 1 sikkal. Amelyik egyenest tényleg elmetszi, ott kapunk valodi (z,y) pontot, amelyik egyenes pedig parhuzamos
vele, abban az esetben beszéliink ideélis pontrol. A komplex projektiv sikon sincs ez masképp: az (x,y,0) pontokat
nevezziik ideélis pontoknak.

Mivel (z,v,2) = (Az, \y, A\z), a projektiv sikon minden alakzat egyenlete homogén x, y, z-re nézve. Igy egy kor
egyenlete az 22 + y° + axz + byz + cz® = 0 alakot 6lti. Habar az euklideszi sikon nevetségesnek tiinik a kérdés, mégis
megkérdezhetjiik: van-e a kornek idedlis pontja? A meglep6 valasz erre az, hogy a komplex sikon igenis van. Ugyanis
z = 0 helyettesitéssel 22 + y* = 0 adodik, melynek van nemnulla megoldasa: az y = 4-ix. Ami még meglepébb, hogy
az igy kapott

(1,4,0), (1,—14,0)

pontok minden lehetséges koron rajta vannak. Van tehat két olyan pont valahol a komplex végtelenben, melyek minden
korre illeszkednek. Ezért ezeket a pontokat kdri idedlis pontoknak nevezziik.

Ha adott két kor egyenlete: ki és ko, akkor tetszdleges A, u esetén Aky + pks is egy kor egyenlete. A K = {\k; +
wka | A, € R} halmazt kdrsornak nevezziik. Korsorok segitségével adhatunk egy djabb médot az ekvioptikus gorbe
elgallitasara: adott egy IC korsor és egy ¢ forgatva nyijtas, és a korsor minden k koréhez vessziik a forgatva nyujtas
szerinti képével valé metszéspontjait, tehat a

{kno(k) | ke K)

halmazt. Ha K hiperbolikus, azaz fix A, B pontokon dtmen6 korsor, és @(AB) = CD, akkor {kN (k) | k € K} =
S(A, B,C, D), hiszen az AB szakasz « szog latokorének képe a C'D szakasz a sz0gi latokore lesz, igy metszéspontjuk
rajta van az ekvioptikus gorbén.

A kori idealis pontok barmely két kdr metszetén rajta vannak, ezért benne vannak a {kNe(k) | k € K} halmazban is,
és mivel ez a korsoros elGallitas ugyanazt a ponthalmazt adja, mint az ekvioptikus gorbés elGallitas, a kori idealis pontok
tetszoleges ekvioptikus gorbén rajta vannak. Ugyanerrsl persze meggy&zédhetiink az 1. allitasbeli 0 = fig2 — foqn
egyenletbe val6 helyettesitéssel is.

Annak, hogy az ekvioptikus egy olyan specialis harmadrendid gérbe, ami atmegy a kori idealis pontokon, egy
kovetkezménye a

4. allitas. Amennyiben két szakasz ekvioptikusa tartalmaz egy valddi (azaz nem komplex és nem idedlis) egyenest,
akkor a gorbe maradék része eqy kor.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a harmadrendi gorbe
(Ax + By + C)(D2® + Exy + Fy* + Gz + Hy+1) =0

alakban felbomlik egy elsgfoku és egy masodfoki polinom szorzatara, ahol az egyiitthatok mind valés szamok. Tudjuk,
hogy ezen a gorbén rajta vannak a kori idealis pontok, igy homogenizalva, majd

(x,y,z) = (17i70)



helyettesitéssel:
(A+ Bi)(D+ Ei—F) =0.

Az els6 tényezs csak akkor lehet nulla, ha A = B = 0, azonban ez nem ad valodi egyenest. Igy a masodik tényezének
kell nullanak lennie, ahonnan D = F és E = 0, azaz a masodfoki tényezében 2 és y? egyiitthatoi megegyeznek,
tovabbéa nincs zy tag. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy a harmadrendi gorbe egy egyenes és egy (valos vagy képzetes)
kor unioja.

Tulajdonképpen azt hasznaltuk, hogy ha egy mésodrendd gérbe atmegy a kori idealis pontokon, akkor az a gorbe
egy kor. Megjegyzend6 azonban a paralelogramma esete: ha AB = CD, akkor S(A, B,C, D) felbomlik ugyan egy
egyenes és egy masodrendid gorbe unidjara, de mégsem tartalmaz kort. Ebben az esetben ugyanis az egyenes az idedlis
egyenes, tehat a kori idedlis pontokon az Az 4+ By 4+ C' = 0 egyenletd alakzat megy at.

A kori ideélis pontok segitségével Gjabb bizonyitast adhatunk a 2. allitasra és a Cserebere-tételre:

2. allitas, 5. bizonyitas (Kori idedlis pontok). A deltoid szimmetriatengelye nyilvanvaloan része az ekvioptikus
gorbének. A 4. allitas alapjan pedig a maradék egy kor, igy készen vagyunk. (Az is kdnnyen megallapithato, hogy melyik
kor, ugyanis a 6. abra jeloléseivel az A, D, E, F' pontoknak rajta kell lenniiik az ekvioptikuson, tehat a koron is.)

Cserebere-tétel, 2. bizonyitas. Legyen a négy egyenes 6 metszéspontja a szokisos médon A, B, C, D, E, és F
(7. dbra). Ekkor ez a 6 pont rajta van barmelyik ekvioptikuson, pl. S(A, B,C, D)-u és S(F, B,C, F)-en. A két kori
ide4lis pont: I; és I» is mindkettdn rajta van. Miquel tétele szerint tetszéleges négy egyenesre az ABF, ACE, CDF,
BDE koroknek van kozos pontja. Ha ez a kozos pont M, akkor AMB< = AFB< = CFD< = CMD< (mod 180°),
igy M rajta van S(A, B,C, D)-n, és ugyanigy rajta van S(E, B, C, F)-en is.

7. dbra

Keressiik meg S(A4, B,C, D) valos idealis pontjat: ehhez az 1. allitasbeli 0 = f1g2 — g1 f2 egyenlet homogenizalt
alakjat irjuk fel, majd z = 0-t helyettesitiink:

0 = (box + a1y — agx — b1y) (¢ + y°) — (dow + 1y — cow — dry) (° + ¥/°),
OZIE(bQ—I—CQ—CLQ—dz)—y(bl+Cl—(11—d1).

Tehat S(A, B, C, D) ideéalis pontja az I(by +c¢1 —a; —dy, ba+ca—as —ds, 0) pont. Az AD és BC szakaszok felez6pontjai
U <a1—|—d1 as + do 1) és vV <b1+61 by + co

5 g 5T g 1>, igy a koordinatak I = 2(V —U) osszefiiggése alapjan I, U, V egy
egyenesre esik. Ismert, hogy tetszéleges négy egyenesre az AD, BC, EF szakaszok felez6pontjai egy egyenesre esnek,
igy I rajta van S(E, B,C, F)-en is.

Tehat van 10 kiilonb6z6 pontunk (kiilonbozsek, mert az allitas 4 altalanos helyzeti egyenesrdl szolt): A, B, C, D,
E, F, M, I, Is, és I, melyek rajta vannak S(A, B,C,D)-n és S(E, B,C, F)-en is. Marpedig két teljesen kiilonb6zs
harmadrendi gorbének legfeljebb csak 9 metszéspontja lehet, ha 10 van, az azt jelenti, hogy van k6z6s komponensiik.
Tegyiik fel, hogy a két gorbe nem azonos, ekkor mindketts felbomlik egy egyenesre és egy méasodfoka gorbére. Ha
az egyenes résziik kiilonboz6, akkor azoknak legfeljebb 1 metszéspontjuk lehet a 10-bél, azonban a maradék 9 pontra
nem illeszthet6 masodrendii gorbe, akarmelyik 9 pontrol is legyen sz6. Ha pedig a masodrend résziik kiilénbo6zs, akkor
azoknak 4 metszéspontjuk lehet a 10-b6l, de a maradék 6 pont nem eshet egy egyenesre. Tehat a két harmadrendd
gorbe megegyezik, és ezzel belattuk, hogy S(4, B,C, D) = S(E,B,C, F).

Komplex fiiggvénytan



Eddigi példainkon valahanyszor egy kor és egy egyenes volt az ekvioptikus gorbe, az egyenes atment a kor ko-
zéppontjan. Megmutatjuk, hogy ez sziikségszerd, s6t, bizonyitast adunk egy sokkal altalanosabb &llitasra, melynek
az a kovetkezménye, hogy ha az ekvioptikus gorbe ,egyszeresen Onatmetszs’, akkor ebben a pontban a gorbe két
érintGje merGleges egymaéasra.

Ehhez az ekvioptikus problémat egy ijabb szemszogbdl kozelitjiik meg: dolgozzunk a komplex szamsikon. Komplex
fiiggvénytannal kapcsolatban ajanljuk az olvasonak Sz@kefalvi Nagy Béla klasszikus mivét: [4].

Legyen f : C — C tetszéleges komplex fliggvény, és legyen

R(f):{z|z€([:, f(z)ER}

azon pontok halmaza, ahol f valos értéket vesz fel. Amennyiben az A, B, C', D pontok a komplex szamsikon az a, b,
¢, d komplex szamoknak felelnek meg, gy tekintsiik az
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fiiggvényt. Legyen a z szamnak megfelels pont P, ekkor f(z) pontosan azon z értékekre lesz valds, melyekre

-b

0= arg f(z) = arg z —arg - _2 = APB< — CPD<« (mod 180°).
z z—

Igy ebben az esetben az ekvioptikus gorbéhez jutottunk, R(f) = S(A, B, C, D).

A gérbe zg pontjat n-szeres szinguldris pontnak hiviuk (n > 2), ha az f'(20), f”(20), f"(20), ... derivéltak koziil
az n-edik, £ (z0) az els6, amely nem nulla. Ez egy gorbén altaldban ugy jelenik meg szemléletesen, hogy a zy pontban
a gorbe n-szer ,Atmetszi sajat magat”. A legtobb egyenes altalaban m kiilonb6z6 pontban metsz egy m-edrendd gorbét,
az m-szeres szingularis ponton athaladé egyenesek azonban csak (m — n + 1) pontban.

5. allitas. Ha egy f (akdrhdnyszor differencidlhato) komplex figguény R(f) gorbéjén van egy n-szeres szinguldris

pont, akkor az ottani n érintd kézil a szomszédosak mind ugyanakkora, szoget zarnak be.

Bizonyitas. Irjuk fel f Taylor-sorat a zo pontban:

fl/ (20)
2

f/l/ (20)

a0 (z—20)+... .

f(z) = f(z0) + f'(20) - (2 = 20) + (2= 20)" +

Ha az els6 (n — 1) derivalt értéke zp-ban nulla, akkor a fiiggvény

() (5
e(2) = flao) + T (o g

kozelitése alapjan kapott R(e) halmaz a zp-beli érintSk egyenletét adja meg. Mivel f(z) valos, pontosan akkor kapunk
e(z)-re is valos értéket, ha

(n)( () (5
0=arg (fT('O) (z— zo)") = arg fT(!O) +n-arg(z —29) (mod 180°),

(n)
arg(z — z9) = —% arg f"z0)

1 [e]
L. 180
n: n

valamely k egész szamra. Tehat valoban, a zp-beli érint6k z pontjaira adodo lehetséges (z — zp) komplex szamok szogei
180°

koziil a szomszédosak kiilonbsége mindig

Ezzel megmutattuk, hogy ha egy ekvioptikus gorbe tartalmaz kétszeres szingularis pontot, akkor a gérbe ebben
a pontban merglegesen metszi 6nmagéat.

Feladatok

Végezetiil néhany gyakorlé feladat:

1. feladat. Adott egy egyenesen négy pont A, B, C, D sorrendben. Mi azon pontok mértani helye, melyekbdl
az AB és CD szakaszok ugyanakkora szogben latszanak?

2. feladat. Az ABCD paralelogramma sikjaban fekvé F pontra teljesiil, hogy AEB< = DEC< (mod 180°).
a) Bizonyitsuk be, hogy BAE< = ECB< (mod 180°).
b) Hatarozzuk meg az ilyen tulajdonsagu F pontok halmazat.



3. feladat. Az ABC haromszog A, B, C csucsaibol kiindulo belss szogfelezdk a szemkozti oldalakat az E, F, G
pontokban metszik. EF' és CG metszéspontja P, EG és BF metszéspontja (. Bizonyitsuk be, hogy BAQ< = PAC<.

4. feladat (IMO 2014/3. nyomdn). Adott egy ABCD deltoid, melynek AC a szimmetriatengelye, és egy P pont
ugy, hogy a B, D pontok az APC szogtartomanyban vannak, és APD< = BPC<. Bizonyitsuk be, hogy a PAB és
PCB szogek belso szogfelez6i a PB egyenesen metszik egymast.

5. feladat (Szimmedidn-lemma). Az ABC haromszog koréirt korének B és C-beli érint6i E-ben metszik egymast.
A héaromszog A oldaldhoz tartozoé stlyvonalat tiikrozziik az A-bol kiinduld belss szogtelezére (ezt hivjuk szimmedian-
nak). Bizonyitsuk be, hogy E rajta van az igy kapott egyenesen.

6. feladat (K6MaL, A. 632.). Legyen ABCD konvex négyszog. Az ABC haromszogben legyen I és J a beirt kor,
illetve az A csuccsal szemkozti hozzéirt kor kézéppontja. Az ACD héromszogben legyen K, illetve L a beirt, illetve
az A csuccsal szemkozti hozzairt kor kozéppontja. Mutassuk meg, hogy az IL és JK egyenesek, valamint a BCD<
szogfelezGje egy ponton mennek at.

Ko6szonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani Hraské Andras tanar urnak aldozatos munkajaért, észrevételeiért, és mindennemtd
tamogatasaért. Koszondm matematikatanaraimnak, Dobos Sandor, Kiss Gergely, Gyenes Zoltan, Suranyi Laszlo, Posa
Lajos tanar uraknak az elmilt évek soran nyijtott kiemelked6 munkajukat. Koszonetet mondok tovabba minden més
ismerd&somnek, akik biztatasukkal segitették e cikk létrejottét.
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