I. rész

1. A Bergengoc 6tvisok kétféle féembdl készitik ékszereiket.

A holdfém stirisége 5000 kg/m®, beszerzési dra 1000 ft/g (a ,ft” a Bergengdc fizetdeszkiz, a fémtallér réviditése).

A napfém sirisége 6000 kg/m>, beszerzési dra 2000 ft/g.

A fémekbol kétféle otvizetet készitenek. Az elsé dtvozet 1 cm®-éhez 0,6 cm® holdfémet és 0,4 cm® napfémet hasz-
ndlnak fel, mig a mdsodik 6tvézet 1 cm®-éhez 0,4 cm® holdfémet és 0,6 cm® napfémet haszndlnak fel (az Gtvézés sordn
nem kell anyagveszteséggel szamolni).

a) Mennyi a kétféle dtvizet grammonkénti anyagkoltsége?

Az elkészilt ékszerek drat ugy kalkuldljdk, hogy az ékszer grammban adott témegét megszorozzdk az adott otvozet
grammonkénti anyagkoltségével, és erre tesznek még rd 20%-ot.

b) Mennyi annak az Gtvosnek a haszna, aki a 6,3 grammos elsé dtvozetbdl allé nyaklincot tévedésbdl gy adja el,
mintha a mdsodik 6tvézetbdl készilt volna? (11 pont)

Megoldas. a) A kétféle fom cm3-enkénti anyagkoltsege:

ft ft
ar = 1000 (—) 5 (ig) — 5000 (—3> és
g cm cm
ft fit
as = 2000 (—) 6 (=25) = 12000 <—3> .
g cm cm
A két Gtvozet cm3-enkénti tomege és anyagkoltsége:

m1=O,6(cm3)-5(g)+04( ) 6(i):5,4g és

m3 cm?

ki = 0,6 (cm®) - 5000 (ft) +0,4 (cm®) - 12 000 (%) = 7800 ft, illetve

m2:0,4 ( > -6 <%>—5,6g és

ft
ko = 0,4 - 5000 ) +0 6 ) -12 000 <E> = 9200 ft.

Igy a grammonkénti anyagkoltségek:

7800 ft ft 9200 ft ft
1g = ~ 14444 —, &5 kog = ~ 1642,9 —.
54 g’ 56 g g
b) 6,3 gramm anyagkoltsége az els§ 6tvozetbdl:
7800 ft
— 6,3 g =9100 ft.
5dg 0 g
A nyaklanc eladéasi ara:
9200 ft

6,3 g-1,2=12420 ft.
5,6g Y g Y

Igy az 6tvos haszna: 12 420 — 9100 = 3320 ft.

2. Hdny olyan (egybevdgdsdigtdl eltekintve) kilénbizd téglalap van, melynek oldalai (cm-ben) egész szamok, mig
teriilete és keriilete (cm?-ben és cm-ben) 100-ndl nem nagyobb négyzetszim? (12 pont)

Megoldas. A téglalap oldalai: a < b, igy a < 10. A teriiletre és a keriiletre: a-b = n* < 100 és 2(a+b) = k* < 100,
igy nk < 10.

I. Ha a = b, akkor a téglalap négyzet, igy a teriilet mindig négyzetszam, a keriilet pedig 4a = k2 miatt pontosan
akkor négyzetszam, ha a = b négyzetszam. Vagyis az 1 x 1-es, 4 X 4-es, 9 x 9-es téglalap megfelels.

IT. Ha a < b, akkor a < 9 is teljesiil. Az esetet két részre osztjuk:

II.1. Ha a = 1, akkor b = n?, és a keriiletbsl 2+ 2n? = k2. Mivel ekkor k paros négyzetszam, igy 4-gyel is oszthato,
de ez csak akkor lehet, ha n paratlan. A lehetséges eseteket (n = 3,5,7,9) végigprobalva csak n = 7 ad jo megoldast.

Ekkor a = 1, b = 7% = 49, vagyis az 1 x 49-es téglalap is jo.
2

I1.2. Ha 1 < a < b, akkor a az n*-nek egy n-nél kisebb pozitiv osztoja és b = n—. Ez az a érték az n = 2,3,5,7
a
primek esetén csak a = 1 lehet, ezt pedig méar megvizsgaltuk. Nézziik végig a tobbi esetet is:



=2(2+8) =20 # k*.
2 +18) = 40 # k*, mig
34 12) = 30 # k?, mig
449) =26 # k*.

Han=4: a=2esetén 2(a+b) =2(
2(
2(
2(
=2(2+ 32) = 68 # k*, mig
2(
2(
2(
2(

(
Han=6: a=2esetén2(a+b
a=3esetén 2(a+b
a=4esetén 2(a+b
Han=8  a=2esetén 2(a+b
(
(
(
(

=2(4+16) = 40 # k2.
34 27) =60 # k2.
2 +50) = 104 > 100, mig
a =4 esetén 2(a +b) = 2(4 + 25) = 58 # k2, mig
a =5 esetén 2(a + b) = 2(5 + 20) = 50 # k2.
Vagyis Osszesen négy ilyen téglalap van, ezek méretei: 1 x 1,4 x 4,9 x 9, és 1 x 49.

a=4esetén 2(a + b
Han=09: a=3esetén 2(a + b
Han=10: a=2esetén 2(a+b

—_ D D D
— — — —

3. Oldjuk meg a kévetkezd egyenleteket a valds szamok halmazan:

a) log,(z 4+ 1) + log, (x + 2) = log, V6,
) 2902—396—1—1_2;102—2;10—12_1 (14 pont)
2 —3r+2 2> -Tz4+12

Megoldas. A logaritmus definiciéja miatt az x + 1 > 0 feltételnek teljesiilnie kell, amibsl > —1. Haszndlva
a logaritmus azonosséagait, a jobb oldalt is 4-es alapra alakitva:

log, ((z +1)(z +2)) = log, 6.

Mivel a logaritmus-fiiggvény szigortian monoton fiiggvény, innen (z + 1)(x + 2) = 6, és igy 2° + 3z — 4 = 0, amibél
T = 1és Ty = —4 adodik.

Ezek koziil csak az els6 megoldas megfelels, vagyis az egyenlet megoldasa: x = 1.

b) A tortek szamlaloit és nevezit szorzatta alakitva:

2z —1)(z—-1) (x+4)(z-3)

G- Da-2 @-a-4

Innen x ¢ {1;2;3;4}.
Egyszertisitve a torteket, majd a maradék nevezskkel szorozva:

Cr—1)(xz—4)—Q2zx+4)(z—2)=(z—2)(z—4).
Elvégezve a zarojelfelbontasokat:
202 — 9z +4 —22% + 8 = 2% — 62 + 8,

innen 22 + 3z — 4 = 0, amibé6l x1 = 1 és o = —4 adodik.
Ezek koziil csak a masodik megoldas megfelels, vagyis az egyenlet megoldasa: z = —4.

4. Peti tiz egyforma 2 eqység €li épitékockabdl tornyot épit. A torony alapja 4 cm X 4 cm-es négyzet, de az egyes
részeinek mds-mds a magassdga.
(A felilnézeti abra azt mutatja, hogy egy-egy rész hiny darab 2 x 2 x 2 cm-es kockdbdl dll.)

Az dbran lathato P, Q, R pontok az egyes részek legmagasabban lévd épitokockdinak a felsé lapjin vannak. P az
eqyik négyzetlap csiucsa, mig Q és R a felsd négyzetlapok megfeleld éleinek felezdpontjai.

a) Mekkora a (térbeli) PQR hdromszég P-nél lévd szdge?

b) Peti 4 piros, 3 fehér, 2 zold és 1 kék kockdbdl épiti meg a fenti tornyot.

Hanyféle kilonbizd felilnézeti dbra dll igy eld? (A nem identikus egybevigdsdigi transzformdcioval egymdsba vihetd
dbrakat kilonbozének tekintjik.) (14 pont)



Megoldas. a) Az a, b, ¢ élhosszu téglatest testatloinak hossza d = v a? + b2 + 2.

A P, @, és R pontok kozott futd térbeli szakaszok tekinthet6k a megfelels téglatestek testatloinak: PQ-nal a tég-
latest élei 2, 4 és 1; QR-nél 3, 4 és 1; RP-nél pedig 3, 4 és 2.

Ezek alapjén a P, @, R pontok kozott 1évé tavolsagok:

r=d(PQ)=v21, p=d(QR)=+v26, ¢q=d(RP)=+v29.

Koszinusz-tétellel kiszamoljuk a P-nél 1évs (p-vel szemkozti) v szOget:
Pr2—p? 29421-26 12

2qr B 2v/29 21 N V609’

p?=q* +7r* —2qrcosy, 1igy cosy=

amibél v ~ 60,9°.

b) A piros, fehér, zold, kék szineket P, F, Z, K bettivel jelolve a feladat ekvivalens azzal, hogy 4 db P, 3db F, 2 db Z
és 1 db K betibdl hanyféle 4 betis ,sz6” képezhets. Vizsgéljuk meg a lehetséges eseteket aszerint, hogy a feliilnézeti
rajzon a szinek hogy latszédnak.

I. Valamely szinb6l 4 lathat6é. Ekkor a szinek szadma rendre 4, 0, 0, 0. Mivel csak a P-b6l van 4 darab, ezért ez
1 eset.

II. Valamely szinb6l 3 lathato. A szinek szama ekkor 3, 1, 0, 0. Az els6 szin kettébdl (P, F), a mésodik szin
harombdl véalaszthato, vagyis hatféleképpen valaszthatunk szint. Ha a szineket mar kivalasztottuk, a négybetts szd

4! .
3= 4-féleképpen képezhets. Igy itt 6 - 4 = 24 eset van.

" III. Valamely szinbdl 2 lathat6. Ekkor a szinek szama 2, 2, 0, 0 vagy 2, 1, 1, 0. Az elsG esetben a két lathato szin
4!
ool O
feleképpen képezhetd. Igy itt 3 -6 = 18 eset van. A masodik esetben az els szin harombol (P, F, Z), a kimaradé
(negyedik) szin szintén harombol valaszthato, vagyis a szineket kilencféleképpen valaszthatjuk. Ha a szineket mar

3
harombol (P, F, Z) valaszthato ( 2) = 3-féleképpen. Ha a szineket mar kivalasztottuk, a négybetis sz6

4!
kivalasztottuk, a négybetls sz6 o = 12-féeleképpen képezhetd, igy itt 9 - 12 = 108 eset van.

IV. Végiil, ha minden szinb6l 1 lathato, akkor nyilvan 4! = 24 eset van.
Vagyis Osszesen 1 4 24 + 18 + 108 + 24 = 175-féle feliilnézeti 4bra van.

II. rész

5. a) Igazoljuk, hogy a kivetkezd két sorozat konvergens, és kézos a hatdrértékik:
6n?2 —n—1
an:m, bn=\/n2+6n—|—12—n
b) Igazoljuk, hogy a fenti a,, sorozat minden tagja kisebb a fenti b, sorozat valamennyi tagjéndl. (16 pont)

Megoldas. a) A szamlal6 és a nevezé minden tagjat osztva n2-tel:

76n2—n—176—%—#

C224n+1 24l L7

425

6
Mind a szamléléban, mind a nevezében az els tagok kivételével nullsorozatrél van szo, igy a, — 5= 3.
A maésik sorozatot a konjugaltjaval bovitve:

b — (\/n2—|—6n—|—12—n)(\/n2+6n—|—12—|—n)
" vVn2+6n+12+n '

Innen:
6n + 12 6+ 12 6

n

bn: = —

VRS -

b) Az els6 sorozatnal mind a szamlalo, mind a nevezd mindig pozitiv, és mivel

3.

6n2—n—1<6n2+3n+3:3(2n2+n+1),

azért a,, < 3 minden n-re.
A mésodik sorozatnal

bp=Vn?+6n+12—n>+Vn?+6n+9-—-n=(Mn+3)—n=3.

Mivel a kozos hatarértéknél az a,, sorozat minden tagja kisebb, mig a b,, sorozat minden tagja nagyobb, igazoltuk
a b) pontot is.



6. A térbeli derékszogi-koordindta-rendszerben felvesziink 3 piros pontot: A(1;0;0), B(2;0;0), és C(3;0;0), valamint
3 fehér pontot: D(0;1;0), E(0;2;0), és F(0;3;0), valamint 3 zold pontot: G(0;0;1), H(0;0;2), és I1(0;0;3).

a) Véletlenszerden kivdlasztunk a kilenc pont kozil hdrmat gy, hogy a kivdlasztott pontok egy hdromszog csicsai
legyenek. Mekkora o valdsziniisége annak, hogy az igy kapott hdromszognek vannak azonos szind csiucsai?

b) A kilenc pont kozil vdlasszunk ki igy néhdnyat, hogy az dltaluk meghatdrozott test térfogata a lehetd legnagyobb
legyen. Mely csicsokat vdlasszuk ki, és mekkora lesz ekkor a kérdéses térfogat? (16 pont)

Megoldas. a) Akkor van (nem elfajuld) haromszog, ha a kivalasztott harom pont nincs egy egyenesen. Ez csak

9

harom esetben (ABC, DEF, valamint GHI vélasztasa esetén) nem teljesiil. Mivel 9 pont koziil harmat (3) = 84-
feleképp valaszthatunk ki, azért 0sszesen 84 — 3 = 81 olyan haromszog van, melyek csicsai a 9 cstcs koziil keriilnek
ki.

Ezek koziil rosszak azok, melyeknek harom kiilonbz6 szind cstcsa van. Ezek szama 3% = 27. Igy sszesen 81 —27 =

54 2

54 olyan haromszog van, melynek vannak azonos szind csdcsai, igy a kérdéses valoszintség: 33

b) Mivel az ACDFGI test az Osszes tObbi testet tartalmazza, a kérdéses test ez a csonka gila. A térfogata leg-
egyszeriibben tugy szamolhato ki, hogy az OCFI gula térfogatabdl kivonjuk az OADG gula térfogatat (az O pont
az origo). A térfogat igy:

Vagyis a térfogat: 1—33
7. Tekintsik a derékszdgi koordindta-rendszerben a kovetkezd két kort:
Ei:a? 4z +yP +y=2 és ko:a?—6x+y® —dy =12
Mekkora annak a sikrésznek a terilete, amelyet mind a két kor lefed? (16 pont)

Megoldas. A korok kozéppontjainak és sugarainak kiszamitasahoz atalakitjuk az egyenleteket. Jelolje a k1 és a ko
kor sugarat, illetve kdzéppontjat rendre 1 és ro, illetve O; és Oa. A k1 kOr esetén

(x+2)2+<y+%)2—24—5— <g>2

1 )
azaz 01 <—2,—§), r = 5

A ky kbr esetén (z — 3)° 4 (y — 2)® = 25, azaz 05(3;2), ry = 5.
Az els6 kor egyenletébd] kivonva a mésodik korét:

10x + by = —10, amib6l y = —2x — 2.

Ezt behelyettesitve mondjuk az elsé egyenletbe: 2 + 4z + (=22 —2)(—2x—1) = 2, amibosl z? + 4z +42® +6x+2 =2,
vagyis 5z + 10z = 0, tehat z; = —2 és x5 = 0 adodik.
Innen (behelyettesmessel a két kor metszéspontjai: Mq(—2;2), és Ma(0; —2). Mivel

d(0102) = /52 + 1/ 125 d(O1M2) = /2% + \/

d<on2>:¢m:5:m:1/1%0,

és



emiatt (a Pitagorasz-tétel megforditésa szerint) az O1 M2Oo<t derékszog. Innen az MyOq My szoget a-val, az M102 M,
szoget [-val jelolve:
T 1
cosS =YL~ amibsl o~ 126,87,

2 [125 /5’
1
és innen 8 ~ 53,13°.

A kérdéses metszet teriiletének kiszamitasahoz az Oq kozépponta MsM, ivhez tartozod korcikk teriiletét és az Oo
kozépponta My My ivhez tartozé korcikk teriiletét Gsszeadjuk, és ebbdl kivonjuk az O M;02M; derékszogd deltoid
teriiletét, melynek oldalai 5 és 2,5 egység hosszuak.

Vagyis a metszet tertilete:

2,52 - 12687° 5%-7-53,13°

T~
360° 360°

5
-5 3 ~ 6,01.
A két kor altal kozosen lefedett sikrész teriilete: T = 6,01.
8. A p paraméter mely értékeire lesz a
pr® — (p— 1)z — %p+%:0
egyenletnek eqy megolddsa;
egyenletnek két megolddsa, az eqyik pozitiv, a mdsik negativ;

egyenletnek gyoke a —3;
egyenlet gyokeinek az ardnya 1 : 27 (16 pont)

a
b
c

d

N RSN

1
Megoldas. a) Ha p = 0 (vagyis az egyenlet els6fokt), akkor z = . (ekkor egy megoldas van.)

Kiilonben az egyenlet masodfoki, és egy megoldasa pontosan akkor van, ha az egyenlet diszkriminansa 0:

3 1
D=p-1—ap (<34 3) -

=p? =2+ 14+3p>—2p=4p> —4dp+1=(2p—1)°=0.

1 1
Innen p = 3 Vagyis p =0, és p = 3 esetén van az egyenletnek egy megoldasa.
A b)-—c)-d) pontok nem teljesiilhetnek p = 0 esetén. Igy a tovabbiakban p # 0. Mivel D ,sz¢p”, adjuk meg a p se-
gitségével az egyenlet két megoldasat:

p—1+x2p—1] . 3p—2 —p 1
—————— innen ;= x = .
2p 2p

T12 =

Innen egyszertien adédnak a valaszok:

2
b) Mivel a negativ gyok megvan, igy > 0, és ebbdl p > 3’ vagy p < 0.

)3 3p—2 . 2
c) =3 = innen p = —.

2p b 9

, . . .. 3p—2 , 2 1 3p—-2
d) Ttt két eset van aszerint, hogy melyik gyok a nagyobb. Vagy —1 = ,ésigy p= R vagy —— = T és
p

i 4
18y p = 7

9. Kati ,peches™szdmai a 3-as, és a T-es.

Egy nap 1-t6l kezdve elkezdte felirni a pozitiv egészeket, de azokat a sziamokat, amikben volt hdrmas, vagy hetes
jegy kihagyta.

a) Milyen szamgjegyekbdl dll a Kati dltal felirt 2015-dik szdm?

b) Hanyadik szamként irta fel Kati a 2015-6s szdmot? (16 pont)

Megoldas. Hasznaljunk 8-as szdmrendszert. A Kati altal felirt szamok tekinthetSk 8-as szamrendszerbeli szamok-
nak, csak jol el kell késziteniink a két szamrendszer (a ,rendes 8-as szdmrendszer”, és Katié) kozotti ,kodtablat”. Ez
a tabla a kovetkezG:

w
I
[
(@)
-

8-as szdmrendszerben | 0 | 1 | 2
Katinal 01124 |5]|6|8|9




Vagyis pl. a 8-as szamrendszerbeli 53 megegyezik a Kati-féle 64 alakt szammal. Ezt a tovabbiakban 535 = 64 -ként
fogjuk jelolni.
a) A 8-as szamrendszerben a 2015-dik szamot pl. ismételt 8-cal valo maradékos osztasokkal meghatarozhatjuk:

2015=251-847, 251=31-8+3, 31=3-8+7, 3=0-8+3.

Vagyis 201519 = 3737g. Mivel 3737g = 4949k, ezért a Kati listdjan szerepld 2015-dik szdm a 4949.
b) Mivel 20155 = 2014g = 2-8% +0-8% + 1 -8' 4+ 4 = 1036y, ezért Kati a 2015-t a sajat listajan az 1036-dik
szamként irta fel.



