Egy golyot az asztal szélén, az dbrdn ldthato helyzetben elengediink. A golyo melyik helyzetében vdlik el az asztal
szélétdl, ha a

a) surlodds elhanyagolhatd,

b) nagyon nagy?

Vizsgaljuk meg a megoldas feltevéseinek realitasat, azaz az a) esetbeli u = 0 és a b) esetbeli ,igen nagy” értéket! A
miszaki megoldas realitdsdhoz tartozik, hogy megvizsgaljuk a tablazatokban talalhato legkisebb és legnagyobb surlodéa-
si egylitthatoval valé szamolas esetén a megoldasmenet korrektségét, és osszehasonlitjuk a realitdsnak engedményeket
tevs egyszertsits feltevésekkel kaphatd megoldasmenet korrektségével. Erre igen érdekes példa ez a feladat.

Az Omacht-Sdrkézi: Miszaki Tdbldzatok c. kotetben talalhatod legkisebb surlodasi egytitthaté p = 0,028 (acél
jégen), a legnagyobb pedig 1 = 0,76 (k& betonon). Ugy tiinik, hogy az elsé adat valoban kozel all a feltételezett 0
értékhez, és elvileg a masodiknal is vehetiink sokkal nagyobbat (u > 1-nek sincs elvi akadélya), de kérdés, meddig
térhetiink el a realis értékektdl, ha nem akarjuk ,fogaskerékre” és ,fogaslécre” atfogalmazni az ilyen tipusua feladatokat?
Erre a kérdésre csak tgy valaszolhatunk megnyugtatoan, hogy felvesziink egy tetszGleges p értéket, és megvizsgal-
juk, hogy ennek zérus felé valo csokkentése ill. ,végtelen” felé valo novelése befolyasolja-e a megoldas menetének elvi
tisztasagat.

A feladat kozolt megoldasaban a pu = 0 feltevést elég jol tiirik a megoldasban alkalmazott fizikai torvények, azonban
latni fogjuk, hogy a ,,uu legyen igen nagy érték” csak akkor elegendGen nagy, ha pont ,végtelen”! Ez pedig mér tal van
a realitasok nagyvonaltian kezelt hatarain is, mert a ,yégtelen” és az ,jigen nagy” igen tavol van egyméastol! A kozolt
megoldés feltétele, vagyis a golyo elvalasig vald csiszdsmentessége csak p = oo esetben valosul meg, ugyanis véges
strlodési egyiitthato esetén a golyd az 53,96° elérése eldtt feltétlenil megesiszik, mert a 0-hoz tarté kényszererd
képtelen biztositani a cstszasmentességhez sziikséges szoggyorsulast okozo tapadasi surlodasi erét. Igy a megoldasban
alkalmazott mechanikai energia megmaradaséra felirt egyenlet a goly6 asztaltol valo elvalasa el6tt érvényét veszti, mert
a csuszési surlodas kozben az energia egy része disszipalodik.

Ezen bevezets utan gondolhatnénk, hogy a koézolt megoldas teljesen hibés. Latni fogjuk azonban, hogy ez nincs igy,
de néhany gondolatot érdemes kifejteni a megoldas kapcsan. Egyszerre két dolgot vizsgilunk meg: egyrészt honnan
kezdve elvi hibas a megoldés, ha nem utalunk az alkalmazott elhanyagolasra, masrészt hogy miért jo a kozolt megoldas,
ha utalunk ra (és megbecsiiljiik az elhanyagolas meértékét).

1. dbra

E célbol hatarozzuk meg kiilonboz6 értékd sturlodasi egyiitthatok esetén a golyé megcestszasahoz tartozd szog-
elfordulast! Egyenleteink a tiszta gordiilésig érvényesek, a tapadasi erére vonatkozo egyenlGtlenség pedig éppen a



megcsiszas pillanatéig:

(1) mgsina — S = may
(mozgasegyenlet a tomegkozéppont tangencialis mozgasara),

(2) mgcosa — K = may,
(mozgasegyenlet a tomegkdzéppont normalirdnyt mozgasara),

3) SR=ZmR’p

(forgatonyomaték-tétel),
(4) S<uK
(a tapadasi surlodasi erd értéke megcestszas eltti pillanatig),

1 1 2
(5) mgR(1 — cosa) = §m1)2 + 3 ngQwQ

(mechanikai energia megmaradéasanak tétele),
(6) a; = RB

(a csuszasmentes gordiilés sziikséges feltétele),

(7) v = Rw

(a csuszasmentes gordiilés elégséges feltétele).
Az egyenletrendszer megoldasa cos a-ra:

340p2 £ /3402 — 4 - (10012 — 4)(289u2 + 4)
2(289u2 + 4) '

Cosx =

Keészitsiink tablazatot arra vonatkozdan, hogy kiilonb6z6 surlodasi egyiitthatok esetén a golyd mekkora szogelfor-
dulés utan csuszik meg!

/0,010,028 0,1 | 0,2 |0,5/0,76| 1 | 2 | 10 | oo
a]2,03°]5,56°(17,97°|29,07°]41, 8°[45, 66°[47, 54°|50, 7°]53, 29°|53, 96°|

Az utolsé értékpar egzakt megoldéssal gy kaphatd meg, hogy az egyenletrendszert p-re oldjuk meg, és meghata-
rozzuk a értékét, amelyhez p = oo tartozik:

B 2sin o
V289 cosa? — 340 cosa + 100

o

Ebbdl a kifejezésbdl latszik, hogy a surlodasi egyiitthato akkor valik végtelenné, ha a nevezs zérussé valik, vagyis a
289 cosa? — 340 cosa + 100 = 0

egyenlet megoldasaként kapott szog esetén. Innen

 340++/3402—400-289 340 10

oS & —_—=

2.289 T 278 1T’

ahonnan o = 53,96°, ami éppen a goly6 elfordulasi szogének a megoldasban kozolt értéke, vagyis a golyd csak akkor
nem csuszik meg az asztaltol valo elvdldsig, ha a tapaddsi surlddds egyiitthatdja végtelen! Ilyet pedig a természet nem
produkal, mesterségesen valamiféle ,biityokkel” el lehet ugyan allitani ennek megfelel§ hatast, azonban ekkor mar
nem goly6 a golyd.

Mint lathato, a lecstuszo golyo a feladat a) kérdésében is kap egy kis forgasi energiat, azonban ez valoban elhanya-
golhato, a b) kérdésre adott meggondolasban szerepld feltevés (i = oo) azonban tul nagy elrugaszkodas a realitasoktol,
igy a megoldasban elvi problémak lépnek fel.

Most megmutatjuk, hogy ha megbecsiiljiik a megoldasban figyelmen kiviil hagyott energiadisszipaciot, ami az ,jigen
nagy” de véges (pl. 0,76 értékd) surlodasi egyiitthatd miatt lép fel, és figyelembe vesszitk a megoldaskor, igen kis
numerikus eltérést kapunk a szélsGséges feltétellel kapotthoz képest.



2. abra

Amikor a goly6 elhagyja az asztal sarkat, tomegkozéppontjanak gyorsuldsa a — ¢g. Ennek palyaérints- és normal-
iranyi komponensei:
an =gcosa, illetve a; =gsina

nagyséaguak. Innen az asztal sarkatol a goly6 kozéppontjaig huzott palyasugar elfordulasa szogének tangense az elvalas

pillanatdban:
a; _ Rgsina

tg o = >

G, v
ahonnan
2
v
8 cos = —.
8) i
A goly6 elvalasanak szogét ismerjiik, ha a golyd tomegkozéppontjanak pillanatnyi sebességét ismerjiik az elvalaskor.
Ennek meghatarozasaba szol bele a megcsuszas. A mechanikai energia megmaradasanak tétele nem alkalmazhatoé, a
munka-tétel viszont érvényes, és fel is irhatjuk, ha valamilyen médon meg tudjuk hatarozni a csiszasi sarlédasi eré
munkéjat.
Irjuk fel a munkatételt a megcsiszds pillanatdtol az asztal elhagydsdig! Jelolje a megcesuszas kezdetén meglevs szog-
elfordulast ag, az elhagyas pillanatabeli (teljes) szogelfordulast «, a golyo e két helyzete kozotti inerciarendszerbeli
szogelfordulasat !

a—apg—y
1
(9) mgR (cosag — cosa) — / SRdow = §m(v2 —v3) +
0

2
. ng2(w2 —wd),

ahol o/ = a—ap—p, arelativ szogelfordulas, amivel a sarlodo feliiletek egymason megtett utjat mérjiik a megcsiuszastol
az elvalasig.

[jesztének latszik a valtozd surldédési er6 munkijanak integrallal valo kiszamitasa, valamint az, hogy semmiféle
kozvetlen kényszer-kapcsolatunk nincs a golyd tomegkozéppontjanak sebessége és forgdsinak (nem palyamozgasanak!)
szOgsebessége kozott. Az elbbi gondot tgy keriilhetjiilk meg, hogy becslésiink sorédn a kényszererd, ill. a vele ara-
nyos csuszasi surlodasi erd szogelfordulastol valo fliggését a varhatéan kicsiny szogtartoméanyban linearis fiiggvénnyel
kozelitjiik. A masodik problémat egyszert meggondolassal kiiszobolhetjiik ki. Ez a kovetkezd:

A csuszési surlodasi er6 munkaja esetiinkben — mint ahogy (9)-bdl lathato — egy negativ és egy pozitiv tag Osszege.
A negativ tag abszolut értéke a nagyobb. Ez okozza az energiadisszipaciot. A pozitiv tag a golyo tomegkdzéppont koriili
forgasanak szogsebességét (energiajat) noveli, ez a tény azonban nem befolydsolja a témegkdzéppont palyamozgasanak
sebességét, tehat az asztaltol valo elvalas koriilményeit sem. A negativ tag jatszik bele a golyo transzlacios sebességének
alakitasaba.

A cstszva-gordiiléskor végzett surlodasi munka szamitasat egy egyszeri példaval vilagitjuk meg.



3. dbra

Guritsunk el egy golyot érdes sikon tgy, hogy kezdetben csiuisszon! A sirlodasi erének a golyon végzett munkaja a
surlodasi erg és a surldodo feliiletek relativ elmozdulasanak negativ elGjellel vett szorzata:

W = =Sspe1 = —=S(s — Ryp),

ahol s a tOmegkozéppont utja a nyugvo talajon, ¢ a golyo teljes szogelfordulasa (az inerciarendszerhez képest). A

munkatétel szerint: 1 1 2
W = 5m(v2 —ug) + 5 ng2(w2 —wp)-

Mivel L 9
SRy = 5 ng2(w2 —wd),

a munkatételre felirt egyenlet mindkét oldalarol elhagyhato!

A fentiek szerint a W = —S(s — Rp) munkabol a —S - s a sebességet csokkenti, az SRy a szogsebességet noveli.
(Ez utdébbi nem szamit az elvalas szempontjabol!)

Alkalmazzuk a mi esetiinkre, figyelembe véve, hogy a linearis kozelités miatt a surlodasi eré atlagat a szamtani
kozéppel szamithatjuk, ami a teljes megsziinésig a maximalis értékének a fele! A maximalis érték pedig a megcsuszas
kezdetén mérhets érték:

S S
mgR(cosap — cos a) — 70R(o< —ag) + 70R<p =
2
. ng2(w2 —wd).

1
— Sm(e? — i) +

N~

(Figyelembe vettiik, hogy a munkatételben korabban felirt o =a-— ap — ¢, és hogy

So
20p,
B 2

mR*(w? — W),

N =
(G101 V)

amit mindkeét oldalrél elhagytunk.) Innen v2-et kifejezve:
2 So 2
v® = 2gR(cosag — cosa) — — R(a — ap) + v§.-
m
Ezzel az elvalas szogének koszinuszara kapott (8) osszefiiggés igy irhato:

S() ’Ug
cosa = 2(cosag — cosa) — m—g(a —ap) + Ry’



Ry

5

4. dbra
Figyelembe véve, hogy a maximAlis surlédési er6 a tapadas utolsé pillanataban érvényes
2 .
So = ?mg sin ag

értek, és ugyanekkor az (5) egyenletb6l

10
vE = 7Rg(1 — cosap),

a kovetkez6 egyismeretlenes (transzcendens) egyenletet kapjuk:

2 10
3cosa = 2cosag — ?sinao(a —ag) + 7(1 — cosap),

(ahol « radidnban értends). Valasszuk a sarlodasi egyiitthatot p = 0,76-nak, akkor a konstansok értékei: oy =
45,66°, sinag =0,7152, cosag = 0,6989, amivel egyenletiink igy alakul:

2 10 10
3cosa = 2cos45,66° — = sin45,66° (o — 45,66°) + - cos 45,66°.

Ha « értékét fokban kivanjuk beirni, ez radianra atszamitva m/180-nal szorzando, ezzel (a miiveletek elvégzése utan)
a
cosa = 0,66359893 — 1,18882682 - 10 2ar (fokban)

egyenlethez jutunk. (A szameértékek 9 jegy pontossagat csak az elviek miatt tartottuk meg atmenetileg.) Rovid pro-
balkozas utan (csak a 45,66° < a < 54° szogekkel kell probalkozni): a = 53,0959° & 53, 1° eredményt kapjuk.

Ebben az eredményben a linearis kozelités bizonytalansaga benne van, ezért az 53,1°-ot fogadjuk el. Orommel
latjuk, hogy az eredeti megoldasban kozolt 53,96°-o0s értéktdl csak kicsit tériink el, vagyis a megesiuszas figyelmen kiviil
hagyasa durvan

53,96 — 53,1

~1
53,1 6%

hibat okozott.



