1. Szdamitsuk ki az A kifejezés pontos értékét:

A_(\/4—2\/§+ 5—2\/6>_ _(14_\/5_\/%)2_(2_2)‘1.

4423 5+ 26 2015
(11 pont)
Megoldas.
2
4—2 2— 2—-/3
4+2v3 2++3 4-3
2

- 5—2v6

526 (B0 oy 2

5+2v6 25 — 24

2015

A=(2-VB+5-2v6) " 22(T-VB-2v6)" - 7 =

= (7T-v3-2V6)""- (T V3-2v6)"-2015 = 2015.
2. Egy sakkversenyen mindenki mindenkivel eqy mérkézést jatszik. Eddig 25 jatszmadt fejeztek be, és mindenkinek
még hdtravan 4 jdtszmdja. Hany sakkozd vesz részt a versenyen? (12 pont)
Megoldas. Legyen a részvevk szama n, igy mindenki n — 1 mérkézést jatszik. Ha minden sakkozonak még

n(n —5)
2

4 mérké6zése van hatra, akkor eddig mindenki n — 1 — 4 = n — 5 mérkdzést jatszott. Ez Osszesen mérkGzés.

Tehat az n(nT—5)

n = 10. Tehat 10 sakkozo6 vesz részt a versenyen.

= 25 egyenletet kell megoldanunk. Az n? — 5n — 50 = 0 masodfoki egyenlet pozitiv megoldasa

3. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valds szamok halmazdn:

625% — 81 2

375% + 135 /15

(14 pont)

Megoldas. A hatvanyalapokat bontsuk primtényez6k szorzatara, ezutan az egyenlet:

CONTC

(5°)° 37+ (37)° - 5* VIS

Vezessiik be az a = 5% és b = 3" 1j valtozokat, ekkor

a* — b* 2

ad-b+b-a /15

Szorzatta alakitva a szamlalot és a nevezst, majd egyszertsitve (a2 + b2 £0):

(a? = b?)(a® +b%) 2
ab(a®+1?) V5
a®—b 2
ab /15
a b 2
b a Vis

a 5 x 1 2
Az y = — = (=) 4j valtozot bevezetve: y — — = ——
v=p=G) W Ty B

masodfoki egyenletet kapjuk.

, V15y-nal (y # 0) beszorozva a V15y% — 2y — V15 = 0

5
——. Az elsG, negativ megoldas nem lehet pozitiv szam hatvanya, igy

3
—— és Yy =
5 Y2 \/§
5

a masodik megoldasbol kapjuk az eredeti egyenlet egyetlen megoldasat: (5) = (g) 2. Mivel az x — (5) fiiggvény

Az egyenlet megoldésai: y; = —

1
szigorian monoton fliggvény, ezért ebb6l x = 3 kovetkezik.



4. Egy egyenld szdri hdromszog sulypontja illeszkedik a hdromszog beirhato korére. Mekkordk a hdromszdg szogei?
Bizonyitsuk be, hogy a beirt kér szdrakon lévd két érintési pontja és a szdrak kozds végpontja hdrom egyenld részre
osztja a hdromszdg keriletét. (14 pont)

Megoldas. Az S pont illeszkedik az alaphoz tartozé magasségra és a beirt korre. Mivel a stulypont harmadolja
a stlyvonalat, igy a magassag harmada egyenl6 a kor atmérgjével: % = 2r vagyis m = 6r.

Az AOT derékszogt haromszoghen OT = 7 és OA = m — r = 5r, vagyis sin% - 5L — 0,2, amibsl a ~ 23,7°, és
r
innen B = 78,46°.
A szimmetria és az érintGszakaszok egyenlGsége miatt AT = AU =x, Bl = BR=CR=CU = g.
A feladat mésodik részének bizonyitasdhoz irjuk fel a haromszog teriiletét kétféleképpen:
a-m a-6r

Tapcn = 5 = 3 = 3ar,

masrészt vy .
Tapcn =2Taron +4TBrOA =2+ 5 +4- = + ar.

A kett6t egyenlévé téve kapjuk, hogy 3ar = xr + ar, vagyis 2ar = xr, amibdl kovetkezik, hogy 2a = x.
A haromszog keriilete:

KABCA:2x+4.%:2x+2a:3x.

Mivel AT = AU =z, az A, T és U pontok valoban harmadoljak a haromszog keriiletét.

II. rész

5. Vizsgaljuk meg az aldbbi egyenlet megoldhatdsagdt az m paraméter fligguvényében.:

tg? x + ctg? o + 2sin® z + 2 cos? & + 3m? = dm(tgx + ctgx).

(16 pont)
. ) 1 ) ) 1
Megoldas. Ismeretes, hogy a > 0 esetén a + — > 2, hasonléan a < 0 esetén a + — < —2.
a a
Vezessiik be az y = tgx + ctgx 4j valtozot, ekkor y < —2 vagy 2 < y, valamint
tg?x +ctg?x + 2sin®z + 2cos? & = tg?x +ctg?z + 2 = (tgx +ctg;v)2 =2
Az egyenletiink az 1j valtozoval: y> + 3m? = 4my, rendezve y? — 4my + 3m? = 0. Az egyenlet diszkriminansa:

D =16m? — 12m? = 4m?, igy D > 0. A megoldoképletet alkalmazva a két megoldas:

4m £ V/16m?2 — 12m2
2

Y12 = =2m =+ |m],

ahonnan y; = m és yo = 3m.
Nincs megoldéasa az egyenletnek, ha m = 0, mert y = 0 lenne.

Ha 0 <m és 3m < 2, vagyis m < 3 akkor nem lesz megoldés.



2 .
Hasonléan, m < 0 és —2 < 3m, azaz —3 < m esetén szintén nem lesz megoldas.

2
Tehat nincs megoldasa az egyenletnek, ha -3 <m < 3

2
Egy megoldast kapunk y-ra, ha 0 < m < 2 és 2 < 3m, vagyis 3 <m < 2,vagy ha —2 <m <0 és 3m < —2, vagyis

2
—2<m< —-.
Ilyenkor az eredeti egyenlet megoldasait a

1
tgw—i-t—:?)m, azaz a tglr —3m-tgr+1=0
g

2
egyenlet megoldasaval kapjuk. Az egyenlet diszkriminansa D = 9m? —4 > 0, amibél |m| > 3 ami az m-re adott fenti

feltételek esetén teljesiil.
Ha m < —2 vagy 2 < m, akkor mindkét y-ra kapott értéket visszahelyettesithetjiik, és a megoldasokat a tg? x —
3m-tgx+1=0¢ésatg’c—m-tger+ 1 =0 egyenletek gyokei adjik. Az egyenletek diszkriminansat megvizsgélva,

2
az |m| > 3 és |m| > 2 feltételeket kapjuk a megoldhatosagra, melyek az m-re adott fenti feltételek esetén teljesiilnek.

6. A teafibél a forro vizben a kellemes izeket ado anyagok gyorsabban kioldédnak, mint a kdros csersavak. Eldfordul,
hogy a teafiivet véletlendl hosszabb ideig hagyjuk a vizben, mint szikséges lenne, ilyenkor a csersavaktol keseri lesz
a tea. Az idét percekben mérve, a t € [0,30] intervallumon kizelitsik a percenként kioldodé csersav mennyiségét
av(t) = —t3 4+ 25t2 + 150t fiigguénnyel. Hdny szdzalékkal tobb csersav oldédik ki a teafdbdl, ha a szikséges 5 perc
helyett 10 vagy 15 percig benne felejtjik a filtert a vizben? (16 pont)

Megoldas. Szamoljuk ki az 5 perc alatt kioldodé A mennyiséget:
5 4 43 $27°
A:/ —t3 + 25¢% + 150t dt = [——+25~—+150- —] >
0 4 3 0
~ —156,25 4+ 1041,7 + 1875 = 2760,45.

A 10 perc alatt kioldod6é B mennyiség:

10 4 43 27110
B:/ —t3 4+ 252 + 150t dt = |—— +25- — +150- —| =~
0 4 3 2,
~ —2500 4+ 8333,3 + 7500 = 13 333,3.
A 15 perc alatt kioldodé C' mennyiség;:
15 4 43 211
O:/ —t3 4+ 25t% + 150t dt = {——+25~—+150- —} ~
0 4 3 2,

~ —12 656,25 + 28 125 4 16 875 = 32 343,75.

Ha 10 percre felejtjiik a vizben a teafiivet, akkor

B—-A 133333 - 276045

- 0 ~ 3,83 = 383%kal

tobb, ha pedig 15 percig, akkor

C—A  32343,75 —2760,45

T ST ~ 10,72 = 1072%-kal

tobb csersav oldodik ki, mintha betartottuk volna az 5 percet.

7. Egyik lapjdra dllitott 18 cm élhosszusdgi kockdbdl kiindulva bonbonos dobozt terveziink. Az alap és feddlap
oldalfelezd pontjait dsszekitjik a szemkdzti lap kozelebbi csicsaival, az adbranak megfelelden. A keletkezd hdromszag
alapi gildkat elhagyjuk a kockdbdl. Az igy létrejitt testet, a bonbonos dobozt, papirbdl fogjuk elkésziteni, 30% ragasztdsi
feliilet, illetve hulladék rdhagydsdval. Mennyi papirra lesz szikségiink? Mekkora lesz a doboz térfogata? Mekkora szoget

zdrnak be a trapéz alaki lapok egymdssal? (16 pont)
9-9-18
Megoldas. Vizsgéaljuk meg az egyik elhagyott haromszog alapu gulat, AK LE-t, ennek térfogata: V = 5.3 =

1 1
243 cm®. A PQRE gula hozza hasonlo, a hasonlosag aranya \ = 5 terfogatuk aranya \* = 3’ igy az AKLPQR

haromszog alapt csonka gula térfogata



Nyolc darab ilyen csonkagulat vagunk ki a kockabol, igy a doboz térfogata

1701
Vp = 183—8.T = 4131 cm®.

A doboz felszine két négyzetbdl, nyolc egyenls szara trapézbol és nyole egyenls szart haromszogbdl all.
A négyzet teriilete: Ty = (9\/5)2 =162 cm?.

9v2
A trapéz alapjai: 9v/2 és T\/—, szarai

magassaga:

| [9v5 © (92 2_2%@
TEN2 ) T\ ) T

Igy a trapéz teriilete:

- __9\/’5—%9%?27\/5_33%](112

A héaromszog teriilete:

9-9 81
= — cm?.

Ty = 22
H= 79 2

A doboz felszine:

729 81
A:2TN—|—8TT—|—8TH:2'162+8~?+8~7:324—|—729—|—324:1377cm2.

Tehat a rahagyéssal egyiitt 1377 cm? - 1,3 = 1790,1 cm? papir sziikséges a doboz elkészitéséhez.

AK 9
A KL szakasz felez6pontja legyen az M pont, AM = ﬁ = E Az o = AM E< a trapéz alaku oldal alaplappal
bezart szoge:
AE  18v/2
tga = m = ST\/_ = 2\/5, amlb(ﬁl o 70,530.

A ket trapéz alaku oldallap szO6ge ennek a szognek a duplaja: 2o = 141,06°.

8. Mekkora szogben ldtszik az aldbbi korok kozés hirja az origobol?

z? +y? 44z — 2y —20 =0,
22 +y? — 8z — 8y +22=0.

(16 pont)
Megoldas. Teljes négyzetté alakitas utan:

422+ y—1)7=25 & (z—4)%+ (y—4)*=10.

Ebbdl leolvashaté a két kor kozéppontja és sugara: Kq(—2;1), 11 =5, Ka(4;4), ro = V10.



A két kor egyenletét kivonva egyméasbol a 12x + 6y = 42 egyenletet kapjuk, amibsl y = —2z 4+ 7 kovetkezik. Ez
a hir egyenesének egyenlete. Ezt visszahelyettesitve az elss kor egyenletébe az (z + 2)° + (—2z + 6)° = 25 masodfoka
egyenletet kapjuk. Ennek a megoldéasai 1 = 3, 2 = 1. Ezeket visszahelyettesitve az egyenes egyenletébe kapjuk, hogy
y1 = 1, y2 = 5. Tehat a kozos hur végpontjainak koordinatai A(1;5) és B(3;1).

Az OA és @ vektorok szogét kell megadnunk:

O—/i-@z|(ﬁ|-|0?|-cos"y:\/%~\/m-cos7.

Masrészt a koordinatakbol: OA - OB — 3+ 5 — 8. Ezekbol cosy — ~ 0,4961, amibl v ~ 60,26°.

8
V260
9. A zoldséges 1 hetes, 2 hetes és 3 hetes narancsokat drul. Annak a valdszinisége, hogy egy 1 hetes narancs
romlott, 0,01. Ez a valdsziniség a tapasztalatok szerint hetente megdupldzodik. A zoldségesnél jelenleg 25 kg 1 hetes,
17 kg 2 hetes és 6 kg 3 hetes narancs van. A narancsok témege egyformdnak tekinthetd, 5 db 1 kg. Egyik reggel
a pakoldskor dsszekeveredtek a narancsok.
a) Mekkora annak a valdszinisége, hogy egy véletlenszerien kivdlasztott narancs romlott?
b) Véletlenszerien kivilasztottunk egy narancsot, ami jé. Mekkora a valdszinisége, hogy 3 hetes?
c) Vettiink 40 dkg narancsot. Mekkora a valdszintdsége, hogy mind jo? Es annak, hogy a fele romlott? (16 pont)

Megoldas. Jelolje A, B, illetve C rendre azt az eseményt, hogy egy véletlenszertien kivalasztott narancs 1 he-
tes, 2 hetes, illetve 3 hetes; R pedig azt az eseményt, hogy egy narancs romlott. Az A, B és C események teljes
eseményrendszert alkotnak.

Adott, hogy P(R|A) = 0,01, P(R|B) = 0,02, P(R|C) = 0,04. Mivel 5 darab narancs 1 kg, ezért 1 hetes narancsboél
125, 2 hetesb6l 85, mig 3 hetesbdl 30 darab van, ez Osszesen 240 db narancs. Igy a kiovetkezéket tudjuk meég:

125 85 30

a) A teljes valoszintség tételét hasznalva:

P(R) = P(A)P(R|A) + P(B)(P(R|B) + P(C)P(R|C) =

125 85 30
=510 0,01 + 20 0,02 + 500 0,04 ~ 0,0173.
b)
—.  P(CR P(C)P(R P(C)(1 - P(R|C
p(eiR) = PICR) _ PIOIPE(C) _ P(O)(1 —P(RIC)) _
P(R) P(R) 1 - P(R)
20 (1—-0,04)
__ 240 ? ~ .
1-0,0173 0,1221

¢) Felhasznaljuk, hogy P(R|A) = 1—P(R|A) = 0,99, P(R|B) = 1-P(R|B) = 0,98 és P(R|C) = 1—P(R|C) = 0,96.
A két narancs kivalasztasara a kovetkezd lehetSségek vannak: mindketté 1 hetes; mindketts 2 hetes; mindkettd
3 hetes; egyik 1, méasik 2 hetes; egyik 1, mésik 3 hetes; egyik 2, mésik 3 hetes.

P(mindkét narancs jo)

('5) (5)

P(R| A+ () P(@R|B)*+

— 2
= -P(R|C)" +
240 240 240
(%2) (*3) (%)
125 -85 — — 125 - 30 — —
+ (240) -P(R| A)-P(R|B)+ (240) “P(R|A)-P(R|C)+
2 2
85-30 — _
+ (240) -P(R|B)-P(R|C):
2
1 2 2 2
= 510.239 (125 124 -0,99° + 85 -84 -0,98° + 30-29 - 0,96 )+
1
- .(2.-125-85- . 2.125-30 - . 2.85-30 - . =
+ 210939 ¢ 5-85-0,99-0,98 + 5-30-0,99-0,96 + 2 - 85-30-0,98 - 0,96)
55 393,428

= a3~ 0,9657.



A masik kérdésre a valaszt hasonlé gondolatmenettel kapjuk meg:

P(a fele narancs jo) =

(125) (85) (30)
= (zio) 10,99-0,01+ (2%0) 10,98-0,02+ (zio) 10,96 0,04 +
L 12580 099.0,02 1 0,01-098) + 2230 (0,99 0,04+ 0,01-0,96) +
(*2) ey
% -(0,98 - 0,04 + 0,02 - 0,96) =
2
162,642

"~ 240239



