1. Egy n tagu tarsasdg minden tagja legaldbb egy, de legfeljebb n — 2 tagot ismer a tobbiek kézil, az ismeretség
mindig kélcsonds. Bizonyitsuk be, hogy a tdrsasdg négy alkalmasan vdlasztott tagja letiltethetd egy asztal kéré gy, hogy
mindegyikiik pontosan egyet ismerjen a két asztalszomszédja kozil.

1. megoldas. Legyen A a térsasig egy olyan tagja, aki a tarsasagbol a lehets legtobb személyt ismeri. Legyen
B egy olyan illets, akit A nem ismer, C pedig legyen B egy ismerdse. Mivel C-nek legfeljebb annyi ismerdse van,
mint A-nak, ezért fiiggetleniil attol, hogy A és C ismeri-e egymast, A-nak legaldbb annyi C-t6l kiilonboz6 ismerdse
van, mint ahany A-tol kiillonbo6z6 ismerGse van C-nek. A konstrukci6 folytan C ismeri azt a B-t, akit A nem ismer.
Ezért A-nak bizonyosan van olyan C-t6l kiillonbézé D ismerdse, akit C' nem ismer. Ekkor ha A, B, C és D ebben
a sorrendben {ilnek az asztalhoz, akkor éppen a feladatban kirott feltételt teljesitik. O

2. megoldas. Készitsiik el az élszinezett G grafot az n pontu teljes grafbol az alabbiak szerint. A G graf csucsait
kolcsonosen egyértelmiien megfeleltetjiik a tarsasagtagjainak, és G egy éle akkor legyen piros, ha a csicsoknak megfelels
tagok nem ismerik egymaést, egyébként pedig az adott él szine legyen zold.

A bizonyitando allitas atfogalmazhatd ugy, hogy ha a teljes graf éleit gy szinezziik pirosra és zoldre, hogy minden
cstiesbol indul piros és zold él is, akkor a grafban van tarka négyszog, azaz négy kiillonbozé A, B, C' és D csics gy,
hogy mig az AB és CD élek pirosak, addig a BC és DA élek zoldek. Az aldbbiakban ezt az allitast fogjuk n szerinti
teljes indukciéval igazolni. Ez az &llitas n = 1 esetén nyilvanvaldéan teljesiil, hiszen a feltevés lehetetlent kivan.

Tegyiik fel tehat, hogy legfeljebb n — 1 csticsa grafokra mar igazoltuk az indukcids allitast, és a vizsgalt G-nek n
cstucsa van. Legyen A a G egy csiucsa. Ha az A torlésével keletkez6 G — A graf minden csticsabol indul piros és zold
él is, akkor kész vagyunk, hisz az indukcios feltevés miatt G — A-ban van tarka négyszog, ami persze egyuttal G-ben
is tarka négyszog. Feltehetjiik tehat, hogy G — A egy B csucsabol (mondjuk) csak piros él indul (és persze AB z6ld).
Ha most G — B-ben nincs tarka négyszog, akkor az indukciés feltevés miatt G — B-ben van olyan C' csiics, amelybgl
csupa egyszind él indul.

Ha A = C, akkor a zold AB élen kiviil A-bol és B-b6l csak piros élek indulnak. Legyen BX egy piros, XY pedig
egy zold él. Mivel XY z0ld, ezért Y # A, tehit ABXY tarka négyszog. Ha pedig A # C, akkor legyen AD egy
A-bdl induld piros él. A konstrukeio6 folytan AB zold, BC piros, C'D z6ld és DA piros, tehat ABCD egy G-beli tarka
négyszog. Az indukcios allitast ezzel igazoltuk, a bizonyitas ezzel teljes. g

Megjegyzés. Altalaban nem igaz, hogy egy 4-személyesnél nagyobb asztalhoz is biztosan le tudjuk iiltetni a tarsasag néhany
tagjat a feladatban leirt modon. Ha ugyanis a tarsasdgban van két olyan ismerds, hogy egyikiik se ismeri a tarsasag egyetlen
més tagjat sem, tovabba e két ismerdson kiviil mindenki mindenkit ismer, akkor teljesiil a feladatban kirott feltétel, de 4-nél
tobb ember nem {iltethetd le a kivant médon.

2. Legyen ABC hegyesszogi hdromszdg, €s legyen P olyan pont a hdromszdg belsejében, amely nem illeszkedik
a hdromszdég eqyik magassigvonaldra sem. Az A, B, illetve C csicsbdl induld magassdg talppontjdt jelélje rendre Ay,
By, illetve Cy. Messék a hdromszog kéré irt kort az AP, BP, CP félegyenesek rendre az As, Ba, Cy pontokban.
Bizonyitsuk be, hogy az AA1 Ay, BB1 By és CC1Cy kirivek egy ponton mennek dt.

Megoldas. Jelolje az ABC, AA1 Ay, BB1By és CC1Cs koroket rendre k, kq, kyp, illetve k.; az ABC haromszog
magassagpontja legyen M. A feltétel szerint az ABC haromszog hegyesszogd, ezért az Ay, Bi, C1, M pontok k
belsejében vannak.

A k keriiletén az AAs, BBy és CCy pontparok paronként elvalasztjak egymast, ezért a kq, kp és k. korok koziil
barmelyik kett6 metszi egymaéast gy, hogy az egyik metszéspontjuk k belsejében, a masik metszéspontjuk k-n kiviil
helyezkedik el. Legyen a k, és a k; korok metszéspontja k belsejében X, a masik metszéspontjuk legyen Y. Azt fogjuk
megmutatni, hogy a k. kor is dtmegy az X és Y pontokon.

A P pont k-ra vonatkozo hatvanya

PA-PAy=PB-PBy=PC - PCs.



Ezek a szorzatok egyben a P hatvanyai a kg, ks, illetve k. korokre. Tehat a P pontnak a kg, kp és k. korokre vonatkozd
hatvanya ugyanakkora.
Hasonléan, az M pontnak az ABA; By, BCB1Cy, CACy A; korokre vonatkozo hatvanya

MA-MA, =MB-MB, =MC-MC,.

Ezek a szorzatok pedig az M hatvanyai a k,, kp, illetve k. korokre. Tehat az M pontnak a kg, ky és k. korokre
vonatkozd hatvanya is ugyanakkora.

A feltétel szerint P és M kiilonbozs. Igy a PM egyenes a kq, ky és k. korok kozos hatvanyvonala. A harom kor
tehat egy korsorhoz tartozik, igy k, és ky, metszéspontjain atmegy k. is.

Ezzel megmutattuk, hogy a kq, ky, illetve k. korok k-n beliili ivei, nevezetesen az AA; As, BB Bs és C'C1Cy korivek
egy ponton mennek 4t. O

Megjegyzés. Egy alkalmas sztereografikus projekcioval (térbeli inverzioval) visszavezethetjiik az allitast arra a jol ismert
tényre, hogy a gémbfelilleten barmely harom kérvonal paronként vett hatvanyvonalai egy atmérdére illeszkednek.

Jeloljiik II-vel az ABC haromszog sikjat, és legyen I' az a gomb, amelynek a k f6kore. A P pontban allitsunk meréleges
egyenest Il-re; legyen ennek egyik doéféspontja a I'-val O. Invertaljuk az dbrat az O kézéppontid, P-n dtmend gombre; a szokasos
modon tetszéleges x objektum képét jeloljiik a’-vel. Az inverzié jol ismert tulajdonsigai szerint a II sik képe az OP atmérdjid
II' gomb; a IT sikban fekvs korok képei a gombfeliileten fekvé korvonalak. Specialisan, a BCB1C1, a CAC1 Ay és az ABA By
korok képei a B'C'B1C1, a C'A'C1 A} és az A'B’ A B kérvonalak.

A T gémb definicioja szerint a II sik és a I' gomb mer6legesen metszi egyméast a k kor mentén. Mivel az inverzio szogtarto,
az I sik és a II' gomb is merGlegesen metszi egymast a k' kor mentén, igy k' a II' gombnek fskore.

Vegyiik észre, hogy az A’ és Aj pontokon a I’ ggmbnek legalabb két kiilonbdz6 fokore is atmegy: ilyen a k" kor, és az OA' P A,
kor is. (Utobbi atmegy az atellenes O és P pontokon, de nem szerepel az dbrdn.) Ebb6l kovetkezik, hogy a 11" gémbon A’ és A
atellenes pontok, és az A’ A} A} korvonal is f6kor. Ez a f6kor atmegy a C' A'C1 A} és az A’ B’ A} B; korok metszéspontjain, A'-n
és Aj-n; tehat az A’ A} A koérvonal nem mas, mint a C'A'C1 A} és az A’ B’ A} B] kérok hatvanyvonala.

Hasonloan kapjuk, hogy a B'C'B{C; és az A'B’ A} B} kor hatvanyvonala a B’ B} Bj fokor, illetve hogy a B'C'B{C; és az
C' A’'C1 A} kbr hatvanyvonala a C'C}C5 f6kor.

A harom hatvanyvonal két, egymassal atellenes kozos ponton megy at; jelolje ezeket X' és Y’ tigy, hogy X és O a k' fokor
ellentétes oldalan legyenek. Az X', Y’ pontokat O-bol visszavetitve a II sikra, megkapjuk az AA1As, BB1Ba, és CC1Cs korok
koz6s pontjait: az X pont a k korén beliil, az Y pont a k koron kiviil lesz.

3. Legyen K egy zdrt konvex sokszdglemez, X pedig eqy pont K sikjaban. Mutassuk meg, hogy X a K sokszoglemez
belsejébe vagy keriiletére vihetd a K bizonyos oldalegyeneseire alkalmas sorrendben végzett véges sok tengelyes tikrozés
egymadsutdnjaval, ha ugyanarra az oldalegyenesre tobbszor s tiukrozhetink.

Megoldas. Alkossédk a H halmazt a K sokszoglemez S sikjanak mindazon pontjai, amelyek véges sok, a K oldal-
egyeneseire végzett tiikrozés egymasutanjaval K-ba vihetSk. A mi feladatunk a H = S egyenlGség igazolasa. Vilagos,
hogy K C H, tovabba a konstrukci6 folytan H tiikkros K minden oldalegyenesére. Legyen £ a H tiikdrtengelyeinek
halmaza. Vilagos, hogy ha t1,ts € € és t] a t; tiikorképe to-re, akkor t] € &, ahol azaz H tiikrds minden olyan egyenesre
is, amelyet H egy tiikortengelyének a H egy masik tiikortengelyére valé tiikrozésével kapunk.

Mivel K C H, ezért H tiikorszimmetriai folytan K-nak minden olyan K’ képe is H-ban fekszik, amit K-bol
E-beli egyenesekre vonatkozo tiikrozések egymasutanjaval kapunk. Raadasul az igy kaphatéo K’ sokszdgek minden
oldalegyenese E-beli, azaz a H egy tiikortengelye.

Jelolje r > 0 esetén K" az S sik azon pontjait, amelyek legfeljebb r tavolsagra vannak a K sokszoglemeztol.
Megmutatjuk, hogy K" C H teljesiil alkalmas r > 0 esetén. Valasszunk egy olyan R > 0 szamot, amelyre a K
cstcsai koré irt R sugard korlemezek mindegyikének a K-val vett metszete korcikk. Egy ilyen R sugard korcikk
tiikorképe a korcikket hatarolé sugar egyenesére H-ban fekszik, hiszen a tiikrézés tengelyére H szimmetrikus. S6t:
ha a tiikorképként kapott korcikket tiikrozziik egy azt hatarold sugar egyenesére, akkor az igy kapott kép is H-ban
marad, és ugyanez az igy kapott tiikorképek tiikorképeire is igaz. Ezért a K csicsai koré irt R sugard korlemezek



mindegyike része H-nak. Tekintsiik a K sokszoglemeznek, a K cstcsai koré irt R sugart koroknek és a K-nak a K
oldalegyeneseire vett tiikorképeinek K™* uni6jat. Konnyen lathato, hogy van olyan r > 0 szam, amelyre K" C K*
teljesiil, tehat alkalmas n-re

(1) K'CK UKyU...UK, C H,

ahol minden egyes K;-t a H bizonyos tiikortengelyeire val6 tiikrozések egymasutanjaval kapunk K-bol.

Most tegyiik fel, hogy K* C H valamely ¢t > 0-ra. Vegyiik észre, hogy ha azokat a tiikrozéseket, amelyek a K
sokszoget K;-be viszik a K helyett a K" alakzatra végezziik el, akkor a kapott kép éppen K| lesz. Vagyis ha K' C H,
akkor K} C H, amib6l (1) miatt

KW cKtUKiU...UK! CH

kovetkezik. Az adodott tehat, hogy ha K* C H, akkor K**" C H. Lattuk azonban, hogy K" C H, ezért K*" C H,
innen K" C H stb. igy aztan
HCS=K'UK”UK*U...CH

adodik, ahonnan H = S kovetkezik, és nekiink pontosan ezt kellett igazolnunk. O

Megjegyzések. 1. Ugy kaphatunk egy lehetséges masik megoldast a feladatra, ha kovetjiik a fenti bizonyitas els6 két bekezdését,
majd azt igazoljuk, hogy az S sik lefedhetd azokkal a K-val egybevago sokszoglemezekkel, amelyeket K-bol megkaphatunk annak
az operacionak a véges sokszori alkalmazasaval, amelyben egy sokszoglemezt tiikroziink annak egy oldalegyenesére. Minden igy
kapott K’ sokszoglemez ugyanis része H-nak, hiszen H szimmetrikus az operacié soran hasznalt tiikortengelyekre. Erdemes
megfigyelni az aldbbiakat. Legyen P a K sokszoglemez S sikjanak egy pontja. Kossiik 6ssze P-t a K egy @ bels6 pontjaval, és
inditsunk el egy bilidrdgolyét Q-bol a QP félegyenes mentén. Ha a K sokszoglemezt egy bilidrdasztalnak gondoljuk, amelynek
hatarat elérve a bilardgolyo a fizikai torvényeknek megfelelGen pattan vissza (azaz gy, hogy a visszapattan6 golyo palyajat
tiikkr6zve az éppen elért oldal egyenesére pontosan az adott oldal elérését megel6z6 palyaegyenes meghosszabbitasat kapjuk),
akkor a K sokszoglemeznek az a pontja, amelybe a biliardgolys |[PQ| tavolsag megtétele utan keriil, egy olyan pont lesz, amelybe
P betiikrozhets. Ha a feladat megoldasat erre a megfigyelésre szeretnénk alapozni, akkor vizsgalni kell, mi is torténik akkor,
ha a bilidrdgoly6 az ttja sordn K egy csicsdba jut. Nem lehetetlen ezt az esetet jol kezelni, de azt sem nehéz igazolni, hogy
ilyenkor Q helyett valaszthato K-nak egy masik Q' pontja, amelybél a golyét Gtjara inditva mar nem iitkdziink K csicsaba.
Egy masik nehézség annak igazolasa, hogy barmelyik pontboél barmelyik iranyba is inditjuk a bilidrdgolyot, az tetszélegesen
nagy tavolsagot meg tud tenni a K sokszoglemezen. Ennek belatasat az olvasora bizzuk.

2. Konnyen lathatd, hogy a feladatban nem lényeges feltétel a K sokszoglemez konvex volta. Tekintsiik ugyanis K 0Osszes
oldalegyenesét. Ezek a sikot konvex tartomanyokra bontjak fel. A konstrukciobdl adédéan minden ilyen tartomény vagy része K-
nak vagy diszjunkt K belsejét6l. Tekintsiink egy K -ban elhelyezkeds, konvex K’ tartomanyt. A K’ minden oldalegyenese egytttal
oldalegyenese K-nak is, ezért ha a K'-re igazoltuk a feladat allitasat, akkor abbél azonnal kévetkezik, hogy K is rendelkezik
a kivant tulajdonsaggal. S6t, az is igaz, hogy K oldalegyeneseire végrehajtott tiikrozések egymasutanjaval K sikjanak tetszoleges
pontja a K-nal sziikebb K’ konvex sokszoglemez belsejébe vagy hatarara tiikrozhetd.



