A 2016. évi Nemzetkozi Fizikai Didkolimpiara késziils diakok budapesti valogatoversenyének egyik érdekes optika
feladatal igy szolt:

Van két egyforma, vékony hengerlencsénk (egyik oldaluk sik, a mdsik eqy R sugari hengerpaldst egy darabja, a to-
résmutatdja n (1. abra). A lencséket egy optikai padon helyezziik el gy, hogy egymdsra merdleges legyen a tengelyiik.
A leképezd rendszer eqyik oldaldn van egy meguildgitott csalddi fotd, attol L tdvolsdgra pedig egy ernyd, amin éppen
éles képet latunk.
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1. dbra

a) Hova kell ehhez elhelyezni a lencséket az optikai padon?
b) Hogyan néz ki a kép?
¢) Mi torténik, ha felcseréljik a két lencsét?

Egy ravezets feladat és a probléma intuitiv megoldasa

Oldjunk meg elGszor egy — sokak altal jol ismert — kdnnyebb feladatot!

Helyezziink el egy n torésmutatdju tivegbdl késziilt, R sugari gémbfeliilet egy darabjaval és egy sikfeliilettel hatarolt
(f = R/(n — 1) fokusztavolsagn) vékony lencsét a csaladi fénykép és az attol L tavolsaghban 1évs erny6 kozé! Hova
tegyiik ezt a sik-domboru lencsét, ha az ernyén éles képet szeretnénk kapni?

A leképezési torvény szerint
1 1
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ahonnan a lencse és a fénykép (a targy) kozotti tavolsagra
t?—Lt+Lf=0

masodfoki egyenlet adodik, amelynek a megoldasai:

L+ /I(L - 4f)

lflyg = 5 .

Lathato, hogy a feladatnak csak akkor van valés megoldéasa, ha L > 4f, és ha L hatarozottan nagyobb, mint 4 f, akkor
két, egyméastol
H =1t —ty=+/L(L—4f)

tavolsagban taldlhaté megoldasunk is lesz.

Visszatérve az eredeti (a két hengerlencsés) problémahoz, azt sejthetjiik, hogy a két lencse ,egymastol fliggetlentl”
tori meg a fénysugarakat. A bal oldali hengerlencse vizszintes sikban ugy miikédik, mint egy gombi lencse, fligg6legesen
pedig mint egy pldnparalel lemnez, a jobb oldali viszont éppen forditva. Akkor lesz éles a kép, ha mindkeét lencse (amelyek
sem vizszintes, sem fiiggéleges irdnyban nem ,zavarjak” egymaést) olyan helyen taldlhat6, ahonnan éppen az ernyére
képezi le a targyat. Mivel (L > 4f esetén) két ilyen hely van, ezért ez a — valtott szereposztasa — leképezés megfelelGen
elhelyezett hengerlencsékkel ténylegesen megvalosithato. (A két vékony hengerlencsét keresztben, szorosan egymasra
illesztve is elhelyezhetjiik a két nevezetes hely barmelyikénél, és akkor ezek ott egyetlen ,rendes”, gémbi lencseként
viselkednek, jollehet a képalkotasnél jelentSs lencsehibéak lépnek fel.)

A kép torzitott lesz, mert a fényképhez kozelebbi hengerlencse (vizszintes irdnyban) nagyit, a masik pedig (fiig-
goleges iranyban) kicsinyit. Ha felcseréljitk a hengerlencséket, szintén éles képet kapunk, de masképp torzul el a kép:
felcserél6dik a nyujtas és az Gsszenyomas iranya.

Ez a (két hengerlencsés) feladat nem szokvanyos geometridju, hiszen a leképezés csak két, egymasra merdleges
sikban emlékeztet a szokasos sik-dombort lencsékre. Ezekbdl az oldal- és feliilnézeti vetiiletekbdl ,raktuk Ossze” —
intuitiv médon — a ferdén haladé sugarakhoz tartozé altaldnos esetet. Megnyugtatd lenne, ha a kapott — egyébként
helyes — eredményt mas, fiiggetlen gondolatmenettel is meg tudnank erdGsiteni.

! Werner Mikios Antal (BME Fizikai Intézet) feladata.



A Fermat-elv és a képalkotas

A Fermat-elf] szerint a fénysugarak olyan dtvonalon jutnak el a targy valamely pontjabol a kép megfelel6 pont-
jaba, amelyekre az tn. optikai uthossz (a torésmutatoval szorzott tényleges uthosszdarabok Osszege) a hozza kozeli
utvonalakhoz képest minimadlis. Kés6bb — hullamoptikai megfontolasok, a HuygensfFresnel—el alapjan — finomitot-
tak az allitast. Kideriilt, hogy nem a minimum az igazan lényeges feltétel (és az gyakran nem is teljesiil), hanem az,
hogy az egymaéashoz kozeli palyadkon halado6 fény terjedési ideje (ez a mennyiség az optikai uthosszal aranyos) ,elsd
kozelitésben” ugyanakkora legyen, vagyis ez az id6 a palyak eltérésére jellemz6 kis mennyiségnek csak 1-nél magasabb
hatvanya szerint valtozzék meg. (Az ilyen, els6 kozelitésben valtozatlan kifejezéseket staciondriusnak nevezik. A lokalis
minimum helyénél a ,siman valtozo” (differencialhato) fiiggvény stacionarius, de ez forditva nem igaz.)

A Huygens—Fresnel-elv szerint a stacionarius palya kozelében 1évs, de attdl kiilonbozd palyakat is ,kiprobals”
féenyhullamok jo kozelitéssel azonos idG alatt, tehat azonos fazisban érkeznek meg a ,célba”, emiatt interferenciaval
felerdsitik egymast.

A képalkotashoz a fentieknél tobb is sziikséges: ha nem csak egyetlen egy, hanem sok-sok kiilonb6z6 (6nmagaban
mind stacionarius) tton is eljuthat a fény a targy pontjaibol a kép pontjaiba, akkor ott intenzitasmaximumot, tehat
fényes pontot észleliink. Ha az egyméstol nem tal messzi, de a fény hullimhosszanal 1ényegesen nagyobb tévolsagra
haladé fénysugarak mindegyikének optikai uthossza stacionarius, akkor ezek egymdssal is megegyezd értékiek kell hogy
legyenek.

Ez az optikai torvény (amely egységes leirdsat adja a fény visszaverSdésének és torésének) elvi érdekessége és
Szépsége” mellett konkrét szadmolasokra is alkalmas és célravezetd lehet, még olyan bonyolultnak latszo esetekben is,
mint a hengerlencsék képalkotasa.

Kozelits szamitasok
A szamolés soran fel fogjuk hasznalni a kovetkezs kozelits képleteket:

I. Ha € < a, akkor

2

(*) «/a2+52%a+€—
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A kozelités 2 pontossagi, vagyis akkor ,yalik” egyenldséggé, ha e ketténél nagyobb kitevsji hatvanyait elhanyagolha-
toan kicsinek tekinthetjiik.
Az allitas belatasdhoz emeljiik négyzetre a jobb oldalon all6 kifejezést:
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I1. Tekintsiink egy R sugart gémbot és egy sikot, amely az A pontban érinti a gdbmbét, valamint a gémb egy olyan
P pontjat, amely az A ponthoz tartozo AO sugéartol r < R tavolsagra van (2. dbra).

2. dbra

Ekkor a P pont és az érint&sik tavolséga:

2
(**) BP:R—\/R2—T2z;—R,
amit a (*) Osszefliggeés alkalmazaséaval, vagy az alabbi algebrai atalakitas segitségével lathatunk be:

R =~ R VE ) (R4 VR - 17) 2 2

R+ VR —12 TRiVRE-2 2R

2 Pierre de Fermat (1601-1665) francia jogasz, koranak miikedvels matematikusa.
3 Christiaan Huygens (1629-1695) holland matematikus, fizikus és csillagasz; Augustin-Jean Fresnel (1788-1827) francia fizikus, legfon-
tosabb eredményeit az optika teriiletén érte el.




Gyitjtolencse képalkotasa

A Fermat-elv alkalmazéasara elGszor tekintsiink egy egyszertibb esetet, az Ry és Ry gorbiileti sugara gémbfeliiletekkel
hatarolt, d vastagsagu (gombi) gytjtlencse képalkotasat. Helyezziink el egy T nagysagu targyat a lencsétél ¢ tavolsagra,
és vizsgéljuk meg, hogy milyen feltételek mellett kapunk leképezést a lencsétél k, az optikai tengelytsl K tavolsagban
(8. dbra). Feltételezziik, hogy d, r, T' és K mindegyike sokkal kisebbek, mint ¢, k, Ry és R, vagyis a lencse ,yékony”,
és a képalkotasban csak az optikai tengelyhez kozel halado6 fénysugarak vesznek részt.

3. dbra

Megjegyzés. Jol ismert, hogy a gyiijtSlencse altal létrehozott valodi kép — az abran jelolt helyzettel ellentétben — forditott
allast. Varjuk, hogy ez K < 0 forméaban ,kijojjon” a Fermat-elvre alapozott szamitasbol.

A 3. 4dbran lathato fénysugérra az optikai uthossz a (**) kozelités alkalmazasaval
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ami (*) felhasznalasaval igy irhato:
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Ez a kifejezés (az adott kozelitésben) akkor lesz r-t6l fiiggetlen 4llando, vagyis stacionarius, ha r és 72 egyiitthatoja
kiilon-kiilon nulla, vagyis fennall
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Megkaptuk tehat, hogy a kép forditott allasa, és a nagyitas
K| _ K
N="—=-.
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Azt is latjuk, hogy ha a (2) jobb oldalan szerepls (csak a lencse adataitol fiiggs) kifejezést a szokasos modon 1/ f-fel

jeloljiik, teljesiil az ismert lencsetdrvény:
11 1

PR f
(,,Melléktermékként” az is kideriilt, hogy mi a kapcsolat a lencse anyaganak torésmutatoja, a gorbiileti sugarak és az f
fokusztavolsag kozott.)

Két hengerlencse képalkotasa

Térjiink most ré4 az eredeti probléma, a két — egymasra merdlegesen elhelyezett — hengerlencse képalkotasara. Mivel
most a leképezs rendszer nem forgdsszimmetrikus, nem elegendd a targy- és képpontoknak az optikai tengelytsl mért T
és K tavolsagat megadnunk, hanem egy-egy kétdimenzios vektorral (vagyis 4 adattal) kell jellemezziik azokat (4. dbra).

(ﬂc,y)/

4. dbra



Vizsgéljuk meg, hogy a targytol és az erny6t6l mekkora ¢, illetve k tavolsagra kell elhelyezniink a hengerlencséket,
hogy a (T,,T,) targyvektorrdl (a csaladi fénykép egyik pontjarol) a (K, K,) képvektor helyén keletkezzen éles kép.

Ha a lencsék vastagsaga d, és a fény az (z,y), illetve az (X,Y") koordinataju pontokban éri el az egyik, illetve méasik
hengerlencsét, akkor az optikai uthossz igy irhato fel:
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(A lencsék vékonysaga miatt az tivegben halado fény utjat az optikai tengellyel parhuzamosnak tekintettiik, az ett6l
valé eltérés ugyanis a figyelembe vett pontossag mellett elhanyagolhato.) A (4) kifejezés a (*) kozelités felhasznélasaval
ilyen alakba irhato:
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A Fermat-elv (annak Huygens-Fresnel-féle altalanositdsa) szerint az optikai uthossz barmelyik véltozdja, tehat
példaul y szerint is stacionariusnak kell lennie. Mivel y csak két tagban, és azokban is legfeljebb méasodik hatvanyon
fordul el6, teljes négyzetté alakitassal (vagy derivalassal) konnyen megkaphatjuk a stacionarius pont (ami itt most
éppen minimum) helyét:

(T, —9)*  w=Y) 1(1 1 2
6 = = =1 - - - mins
(6) )= o (=) )+
ahol a minimum helye:
S T, + ! Y,
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A minimum helyénél teljesiil, hogy
Ty—yo _y-Y
t H

Megjegyzés. Az itt kiszamitott minimumhelynek egyszert, szemléletes jelentése van: a fénysugér ,vizszintes nézete” torésmen-
tesen halad at a fiiggSlegesen allo hengerlencsén, éppen tgy, mint egy elhanyagolhaté vastagsagt planparalel lemezen (5. dbra).
Ezen ut mentén az optikai tthossz (ami most a tényleges tithosszal egyezik meg) adott A és B pontok mellett azon P pontnal
minimalis, amely az AB egyenesre illeszkedik. A minimum értéke a (*) kozelitést alkalmazva:

(Y —T,)*

AP-‘FPB:AB%t-FH-‘rm

5. dbra

Hasonlé moédon kapjuk az X-et tartalmazo tagok minimumaét:

(2= X)*  (K.—X)’ (x - K,)*
8 X) = 2 Gmin = Y
®) 9(X) o T o Y 2(k + H)
és a szélsGértéknek megfeleld
H k
Xo +



esetben a fénysugar ,fiiggsleges nézete” torésmentesen halad 4t a vizszintesen elhelyezkedd (jobb oldali) hengerlencsén.

Irjuk be az optikai uthossz (5) kifejezésébe a (7) és (8) Osszefiiggéseknek megfeleld minimélis értékeket. Ekkor
az optikai uthossz mar csak 2 valtozotol, z-t6l és Y-tol fog fiiggeni, jollehet még szdmos — rogzitettnek gondolt —
kifejezést (,paramétert”) is tartalmaz:

) S(Iay):S(Uvao,Xo,Y):So+%+(1—n)%+
(Y - Ty)2 Y? (Ky — Y)2 (Kz — x)2
Toara TR T Tk

Az optikal uthossz stacionaritasanak feltétele szerint a fenti kifejezés — az alkalmazott kozelitések mellett — sem x-t6l,
sem Y-t0l nem szabad fiiggenie. Ez a kdvetelmény egy sor megszoritast ad a paraméterek kozott.
Az z-ben és Y-ban linearis tag egylitthatojanak elttinésébol
T, K, T,

=0, illet
t+H+k , 1lletve T H

vagyis a vizszintes és fiiggsleges iranyu nagyitasok:

K, H+k
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(11) Y T, H+t

A kép lényegében forditott allasu, jollehet (N, # N, miatt) a (T, T,) és a (K, K,) vektor nem pontosan ellentétes
irdnyu.

A négyzetes tagok egylitthatoi is nullak (hiszen a kiilonboz6 fénysugarak optikai dthossza stacionéris, tehat azok
egymassal is megegyezGek):
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(13) v H E T
ahol f = R/(n—1). A (12) és (13) egyenletekbdl ¢t + k + H = L felhasznalasaval

L-H

H=+L{L—-4f) ¢ t=k 5

kovetkezik. Ezt (10) és (11)-be helyettesitve megkapjuk a kiilonb6z6 iranyt nagyitasokat:
H 1
Ny=14+—>1, N, =-—<1.
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Ha a két hengerlencsét felcseréljiik, éppen olyan elrendezést kapunk, mintha az optikai tengely koriil 90°-kal el-
forgattuk volna a lencséket. Ekkor (valtozatlan ¢ és k mellett) ismét éles képet kapunk az ernyén, de a nagyitasok
felcserél6dnek: a leképezo rendszer x irdnyban (vizszintesen) fog kicsinyiteni, y irdnyban (fliggtlegesen) pedig nagyitani.

Az eredmény — mind a lencsék elhelyezkedése, mind pedig a nagyitasok tekintetében — megegyezik az intuitiv
megoldasban kapottakkal.

Megjegyzés. Az Olvasoban felmeriilhet a kérdés, vajon nem jartunk-e el kovetkezetleniil, amikor az optikai athossz (5) képletét,
annak stacionaritasat vizsgaltuk. Kivéalasztottunk s(z,y, X,Y) négy véltozoja koziil kett6t (y-t és X-et), és ezen valtozok szerint
minimumot kerestiink, majd a minimum értékeket visszahelyettesitettiik s-be. Az igy kapott (a maradék ket valtozotol fiiggs,
a (9) osszefiiggéssel megadott) s(z,Y)-t6l megkoveteltiik, hogy — masodrendig bezarolag — egyik valtozojatol se fiiggjon, vagyis
x, 2, Y és Y? egyiitthatoja mind nulla legyen. Miért nem voltunk ilyen ,szigortiak” az (5) kifejezéssel, miért nem mondtuk,
hogy a képalkotashoz (5) minden valtozojatol fiiggetlen legyen?

Ha (5)-ben (vagy az ezzel egyenértéki (6) kifejezésben) megkovetelnénk, hogy 3 egyiitthatoja nulla legyen, akkor a telje-

sithetetlen
1,1,
t H

feltételhez jutnank. Ez azt mutatja, hogy y (a tobbi valtoz6 és paraméter adott értéke mellett) nem lehet akdrmekkora, vagyis
a képalkotasban nem minden y-nak megfelel fénysugar vesz részt. Ott, ahol y = yo, a (6) kifejezés (y kicsiny valtozasaira



nézve) staciondrius, de az egész f(y) — masodrendig bezaréan — nem dllandd. Fizikailag ez annak felel meg, hogy a fény (adott
T, és Y mellett) csak olyan palyan haladhat, amelynek y — z sikra es6 vetiilete megtorés nélkiili egyenes, ahogy azt az 5. abra
mutatja. Ugyanez a helyzet az X valtozoval is a (8) kifejezésben, ott is csak a minimumot kovetelhetjiik meg, nem pedig a g(X)
fliggvény allandosagat.

Mas a helyzet a maradék 2 valtozoval, x-szel és Y-nal. Ha a paramétereket megfelelGen valasztjuk, akkor elérhetjiik, hogy
a (9)-ben szerepls kifejezés sem z-t6l, sem Y-t6l ne fiiggjon, vagyis a képalkotasban minden (az optikai tengelyhez kozeli)
fénysugar részt vegyen. Természetesen a kiszemelt valtozok kivalasztasa onkényes: megtehettiik volna azt is, hogy z-ben és
Y -ban kéveteliink meg széls6értéket, majd ezeket visszahelyettesitve s-be a maradék két valtozo, vagyis y és X els6 és masodik
hatvanyanak elttinését irjuk els.



