I. rész

1. Juli néni két teriileten termesztett burgonydt, amelyek kézil az eqyik kétszer akkora volt, mint a mdsik. A bur-
gonya betakaritdsihoz segitségil hivta rokonait, bardtait. Az elsd napon az egész csapat a nagyobb terileten dolgozott.
A mdasodik napon a csapat fele dtment a kisebb teriletre, a csapat mdsik fele tovdbb végezte a munkdt a nagyobb terile-
ten, és igy ezt a mdsodik nap végére be is fejezték. A kisebb terileten nem végeztek, igy a harmadik napon 12 embernek
kellett dolgoznia ahhoz, hogy itt is befejezzék a betakaritdst. Tudjuk, hogy mindhdrom napon ugyanannyi ideig dolgoztak,
€s az emberek teljesitményét egyenldnek vehetjik. Hany fds csapat dolgozott a betakaritasndl? (11 pont)

Megoldas. Legyen a csapat n s, és legyen e egy ember napi munkamennyisége. A nagyobb foldteriilet betakari-
tasédhoz sziikséges munka mennyisége: (n + g) - e, a kisebbhez sziikséges pedig: (g + 12) - e.

Mivel a kisebb parcella teriilete a nagyobb parcella teriiletének a fele, azért
2 (2+12) e=(n+1) po4=?
5 e=(n+3) e azz n =5

Innen n = 48.
Tehat a betakaritast 48 f6 végezte.
B 1
2. Irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amelyik a P(4;2) pontban érinti az y = 5:10 egyenest, valamint érinti az
y tengelyt. (13 pont)

Megoldas. Készitsiik el a sziikséges 1. dbrdt. Ha a keresett kor a megadott egyenest a P pontban érinti, akkor a
K kozéppontja rajta van az egyenesre P-ben allitott merdleges egyenesen.
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A megadott egyenes meredeksége: m = 5 fgy aré merGleges egyenesek meredeksége: m* = —2. Ezzel a PK

egyenes egyenlete: y —2 = —2- (x —4), azaz y = —2x + 10. Ezek szerint, ha a K kozéppont els6 koordinatéja xg, akkor
K (xo; —2x0 + 10).
A feltételek szerint KE = KP, azaz

ro = /(e — 7 + (200 + 8"
a2 = a2 — 8xg + 16 + 4o — 32z + 64,

x2 —10z0 +20 = 0,

)

104+ +/100—80 10++/20
(330)12: 5 = 5 :5:|:\/5.

A feladatnak két megoldasa van, amit a 2. dbra szemléltet.
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2. dbra
A korkézeppontok: K1 (5 — v/5;2v5 ), Ka(5+ v5;—2v5 ). A feltételeknek eleget tevs korok egyenletei:
(- (G-V5) +(y-2v5)" = (5-5)",
(- (5+v5)) +(y+2v5)" = (5+V5)".

3. a) Egy 12 cm belsd sugari, egyenes henger alaki fazékban 18 cm magasan dll a leves. Ezt a levest egy téglatest
alaki mianyag edénybe szeretnénk onteni és hitdszekrénybe helyezni. Az edény belsd élei 26 cm, 22 cm és 16 cm
hossziak. Belefér-e a leves ebbe az edénybe? (5 pont)

b) Egy 10 cm sugari, 8 cm magas egyenes henger alaki gyertyat felolvasztunk, és olyan kisebb, 6 c-es sugari, egye-
nes henger alaku gyertydkat szeretnénk dnteni beldle, melyek felszinének mérdszdma egyenld térfogatuk mérdszamduval.
Hdny darab kis gyertydt tudunk igy késziteni? (8 pont)

Megoldas. a) A leves térfogata: 122 -7-18 ~ 8143 cm®. A mifanyag edény térfogata: 26-22-16 = 9152 cm®. Tehat
a leves belefér a miianyag edénybe.

b) Az eredeti nagy gyertya térfogata: V) = 10% - 7 - 8 ~ 2513,3 cm®. Ha a kiontendé kis gyertyak sugara 6 cm,
magassaguk m, és felsziniik mérdszama egyenls térfogatuk mérgszaméval, akkor

62-m-m=2-71-6-(m+6), azaz 6m =2m+ 12,

ahonnan m = 3.
A kiontendd kis gyertyak térfogata: Vo = 62 - 7 - 3 ~ 339,3. A kiénthetd kis gyertyak szama:
Vi 25133
— = ~74.
Va 339,3 £

Tehat a nagy gyertyabol az adott feltételek mellett 7 db kis gyertyat lehet kidnteni.

4. Egy iskoldk kozotti csapatverseny dontdjébe 4 iskola jutott, iskolanként 3 fos csapattal. A verseny eldtt a résztvevik
felsorakoztak egy fotézdshoz.
a) Hanyféleképpen dllhattak sorba a versenyzdk, ha azt akartdk, hogy az azonos iskoldba jdré didkok egymds mellett

dlljanak? (4 pont)
b) A 12 résztvevd kozott 4 lany és 8 fit volt. Hanyféleképpen dllhattak sorba a versenyzék a fotézdshoz, ha azt
akartdk, hogy a 4 ldny kozépen dlljon eqymds mellett? (4 pont)

¢) Egy mdsik, iskoldk kozotti csapatversenyen 4 fés csapatok vettek részt (egy iskola csak egy csapattal nevezhetett).
E verseny kezdetén a résztvevdk bemutatkoztak egymdsnak; minden didk minden olyan didkkal kezet fogott, aki nem
iskolatdrsa, igy dsszesen 336 kézfogdsra kerilt sor. A versenyt kdvetd bicsiuesten minden didk minden didkkal koccintott
eqy pohdr tditével. Hany koccintdsra kerilt sor ekkor? (6 pont)

Megoldas. a) Elgszor a 4 iskolat allitjuk sorrendbe. Ezt 4!-féleképpen tehetjiik meg.
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Barhogyan is allitottuk sorrendbe a 4 iskolat, az 1., a 2., a 3. és a 4. iskola harom-harom didkjat 3!-féleképpen
sllithatjuk sorba. Ezek szerint a kivant médon a 12 didkot 4! (3))* = 24 . 6* = 31 104-féleképpen allithatjuk sorba.

b) A fitkat Osszesen 8!-féleképpen allithatjuk sorba. Barhogyan is éallitjuk sorba a 8 fiut, kozéjiik (kozépen) a 4 lanyt
4!-feleképpen helyezhetjiik el.

fiuk lanyok fiuk

N | s o

Tehat a feltételeket figyelembe véve a 12 didkot Gsszesen 8! - 4! = 967 680-féleképpen allithatjuk sorba.

¢) Legyen a versenyen résztvevs iskolak szama n. Ekkor a résztvevs didkok szama 4n. Ha a versenyt megel6z&en
minden didk kézfogéassal bemutatkozott minden olyan didknak, aki nem iskolatarsa, akkor minden didk 4n — 4 diakkal
fogott kezet. Mivel a 4n didk mindegyike ennyi kézfogast tett, azért a verseny el6tt a kézfogasok szama:

4dn(4n — 4)
2
16n? — 16n = 672,
n?—n—42=0,
1+T+168 1+13
2 2
n1:7, 7’L2:—6.

= 336,

ni2 =

A negativ gyok érdektelen szamunkra, igy azt kaptuk, hogy a résztvevs iskolak szama 7.
Ezek szerint a versenyen résztvevs didkok szadma 7 -4 = 28. Igy a verseny végén — amikor mindenki mindenkivel

7
koccintott egyszer — Osszesen = 378 koccintas hallatszott.

II. rész

5. Egy orszdg 6t nagyvdrosdéban (A, B, C, D és E-ben) dsszesen 27 bevdsdriokézpont mikdodik. A-ban 7, B-ben
3, C-ben 3, D-ben 6 és E-ben 8. Kozilik 12-ben van mozi, 16-ban van étterem, és 13-ban van autémosd szolgdltatds.
3 olyan bevdsarlokézpont van, ahol mindhdrom szolgdltatdst nyujtjdk.

a) A mozival rendelkezd bevdsdrlokozpontok kozil 5-ben nincs autémosd, az étteremmel rendelkezdk kozil pedig 5-ben
van mozi. 9 olyan bevdsdrlokézpont van, melyekben e szolgdltatdsok kézil csak étterem van. Hany olyan bevdsdarlokézpont
van az 6t vdarosban, melyben pontosan két szolgdltatdst nyujtanak e hdrom kézil? (10 pont)

b) Mutassuk meg, hogy ha a 27 bevdsdridkizpont kizott 16 olyan van, amelyben csak egy szolgdltatdist nyujtanak,
akkor legaldbb 3 vdros rendelkezik olyan bevdsdrldkiézponttal, melyben csak egy szolgdltatds van a fentiek kézil. (6 pont)

Megoldas. a) Készitsiink egy halmazabrat (1. dbra), melyben a mozik, éttermek és automosok szaméat szemlél-
tetjiilk. A harom halmaz metszetének 3 eleme van.

Mozi Etterem
(12 (16)

L1

Autémoso
(13)

1. dbra

Mivel a mozival rendelkez6 bevasarlokdzpontok koziil 5-ben nincs autémoso, azért m+y = 5, vagyis ¢ = 12 — (m+
y + 3) = 4. Az étteremmel rendelkezék koziil 5-ben van mozi, tehat y + 3 = 5, azaz y = 2, és ekkor m = 3. 9 olyan
bevaséarlokdzpont van, melyekben csak étterem van, vagyis é = 9. Ezzel pedig z = 2, és igy a = 4.
Most méar kitolthetjiikk a halmazabrat (2. dbra). A pontosan két szolgéaltatassal rendelkezs bevasarlokézpontok
szdma.:
y+z+x=24+2+4=8.



Mozi Etterem
(12 (16)

S

Autémoso

(13)
2. abra

b) Ha a legtobb bevasarlokézponttal rendelkezs két varos (A-ban 7, E-ben 8) mindegyikében minden bevasarlo-
kozpontban csak egy szolgaltatast nyujtananak, akkor ez 15 bevasarlokozpont. Tudjuk, hogy a 27 bevasarlokézpont

kozott Osszesen 16 olyan van, amelyben csak egy szolgaltatast nytjtanak. Ezek szerint mindenképpen kell még egy
olyan varosnak lennie, melyben van csak egy szolgaltatast nyujté bevasarlokézpont.

6. Egy szekrényhez erdsitett, lehajthaté munkaasztalt latunk az dbran. A BD lehajthaté munkalapot az X C fémkar
segitségével mozgathatjuk. Az A pontban levd szegecs a szekrény BF oldaldba van erdsitve, ezen a szegecsen csiszhat a
fémkar. Tudjuk, hogy BC = 36 cm, AB = 48 cm. Felhajtott helyzetben a D és az X pontok egybeesnek az F' ponttal.
Lehagtott helyzetben a D és a G pontok, valamint az X és az A pontok is egybeesnek.
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a) Milyen hosszi az asztal BD oldala? (8 pont)
b) Milyen tdvol lesz az X pont a szekrény BF oldaldtdl, ha az asztallapot B kéril o = 60°-kal lehajtjuk? (8 pont)

Megoldas. a) Képzeljik el a munkaasztalt lehajtott helyzetben (1. dbra). Ekkor a Pitagorasz-tétel alapjan: XB?+

BC? = X(C?, azaz 48 4+ 362 = XC?, ahonnan XC = 60 cm. A munkaasztal BG oldalanak hossza egyenls az F B oldal
hosszaval. Felhajtott allapotban

BD =BG =BF =XC+CB =60+ 36 =96 cm.

1. dbra

b) Elszor szamitsuk ki koszinusztétel segitségével az ABC haromszég AC oldalanak hosszat, majd szinusztétellel

a BAC = p szoget. Ezek birtokdban méar kénnyen meghatarozhatjuk a 2. dbra XT A derékszogi haromszogébdl a
keresett XI' = x szakasz hosszét.
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Az ABC héaromszogben
AC? = 482 + 362 —2-48 - 36 - cos60°,
AC? = 3600 — 1728 = 1872, ahonnan AC ~ 43,3.

Ugyancsak az ABC haromszogben:

sin 3 BC sin 60° - 36
== inf=———" ~0,7200.
n60° — AC’ azaz sinf3 133 0,7200

Az AXT derékszogl haromszog AX oldala:
AX = XC - AC =60 — 43,3 =~ 16,7.
x x
E l i = — 2 = —
zzel sin 3 1 azaz 0,7200 16.7
Tehat az X pont a szekrény BF oldalatol — az asztallap 60°-os lehajtasa esetén — kb. 12 cm tavol lesz.

, ahonnan z =~ 12.

7. A derékszogi koordindtarendszer racspontjaiba beirtuk a természetes szimokat az abran ldthatd modon. (A rdcs-
pont olyan pont, melynek mindkét koordindtdja egész szam.)

a) Milyen koordindtdji pontban van a 20107 (9 pont)
b) Milyen szam szerepel a P(54;72) koordindtdji pontban? (7 pont)

Megoldas. a) Tekintsiik az y tengely egész koordinataju pontjaibol kiindulé ,ferde” sorokat, melyekben egymast
kovetik a természetes szamok. Az egyes ilyen ferde sorokban levs szamok rendre 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12,

13, 14 stb. Eszrevehetjiik, hogy az y tengely P(0;n) pontjabol indulé sor elss szama egyenls az el6tte lev sorokban
levs szamok szamanak Osszegével, azaz

n(n—|—1).

O0+14+243+4+...+n= 5

Igy a P(0;n + 1) koordinatajt ponttal kezd5d6 sor elsé szdma:

(n+1)(n+2)
2

Ezek szerint ha a 2010 szam abban a ferde sorban van, melynek els6 tagja az y tengely P(0;n) pontjaban van, akkor
n(n+1) (n+1)(n+2)

<201
<2010 < 5 ,

azaz n®+n <4020 < n?®+3n+2.

Az els6 egyenlStlenségbdl n < 62,9, a méasodikboél pedig n > 61,9. Tehat a 2010 az y tengely P(0;62) koordinataju
pontjabol indulé ferde sorban van, és az itt taldlhato szam:

26 _ s

Mivel 2010 — 1953 = 57, azért a P(0;62) pontbdl kiindulva 57 1épést kell tenniink jobbra és lefelé, hogy eljussunk a
2010 szamhoz.

Tehat a 2010 szam a koordinatarendszer Q(57;5) koordinataju pontjaban van.

b) A P(54;72) koordinataju pontbol kiindulva, 54 lépést haladva ,balra”, az y tengelyen a (0;72) koordinataju

pontba jutunk. Innen Gjabb 54 lépést haladva ,felfelé” az y tengelyen eljutunk a (0; 126) koordinatajua pontba. Ebben
126 - 127
a pontban az el6z6ek alapjan a — 8001 szam szerepel. Tehat a P(54;72) koordinataju pont abban a ferde



sorban van, amely els6 pontjanak koordinatai (0;126), a szam pedig a 8001. Innen 54-et lépve azt kapjuk, hogy a
P(54;72) koordinataju pontban levs szam: 8001 + 54 = 8055.

8. Egy 1240 m hosszi alagut bejaratinak keresztmetszetét ldtjuk az dbran eqy koordindtarendszerbe helyezve, ahol
az egység mindkét tengelyen 1 m. Az alagit oldalfalai 6,2 m magasak. Az alagit tetejét jo kizelitéssel az

f(z) = =022 +1,2|z| + 6,2

fiigguény grafikonjanak egy darabja irja le.

f(x) = —0,22% +1,2|z| + 6,2

6,2 m
a) Hatdrozzuk meg az f(x) fiigguény e részének értelmezési tartomdnydt és értékkészletét. (8 pont)
b) Az alagit szellbzérendszerét igy szeretnék megtervezni, hogy 800 m>-enként legyen eqy szell6z6. Hdny szell6zot
kell tervezni? (8 pont)

Megoldas. a) Az f(z) = —0,22% + 1,2|z| + 6,2 fiiggvény paros fiiggvény, ezért az értelmezési tartomany és érték-
készlet vizsgalatanal elegends az x > 0 esetet vizsgalnunk.
Az értelmezési tartoméany meghatarozasahoz megoldjuk az f(z) = 6,2 egyenletet, azaz —0,222 4+ 1,22+ 6,2 = 6,2.

Innen z(—0,2z +1,2) =0, vagyis z1 = 0 és xo = 0—’2 = 6. Tehét az f(z) fliggvény értelmezési tartomanya: x € [—6;6].

A fiiggvény értékkészletének meghatarozasadhoz ki kell szidmitanunk a fliggvény minimumanak és maximumaéanak

b
értékét. Az f(x) = ax® + bx + ¢ hozzarendeléssel adott masodfoku fiiggvény szélsGértéke az © = ~5a helyen van.

1,2
Esetiinkben a fiiggvény szélsGértékhelye (ami most nyilvanvaléan maximumbhely, mert a < 0) az z = —ﬁ =3
helyen taldlhat6. A maximum értéke: —0,2-9+1,2-3 46,2 = 8. A minimum értéke: f(—6) = f(0) = f(6) = 6,2? Tehat
az f(x) figgvény értékkeészlete: f(z) € [6,2;8].
b) Ki kell szamitanunk az alagut légterének nagysagat. Ez az alagut keresztmetszetének és az alagit hosszanak
a szorzata. A keresztmetszetet ugy kaphatjuk meg ha integraljuk az f(z) = —0,22% + 1,22 + 6,2 fiiggvényt a [0; 6]

intervallumon, majd a kapott eredményt megszorozzuk 2-vel.

6 23 22 6
/ (=022 +122+6,2)dr = [-0,2- == +12-— +6,2z| =
0 3 2 0

63 62
=-0,2- 3+ 125 +6,2-6= —14,4+ 21,6 + 37,2 = 44.4.

Tehat az alagit teljes keresztmetszete: 88,8 m?. Igy az alagut légterének nagysaga: 1240 - 88,8 = 110 112 m>.

110 112
Mivel 800 m3-enként kell egy szell6z6, azért Osszesen 300 ~ 137,64, azaz 138 darabot kell tervezni.
9. Négy killonbozd primszdmrol az aldbbiakat tudjuk: dsszegiik 77, négyzeteik dsszege: 4527. Mennyi e négy primszam
szorzata? (16 pont)

Megoldas. Legyen a négy kiilonb6z6 primszam p; < py < ps < pg. A feltételek szerint p; + pa + p3 + pg = 77 és
p% + pg + pg + pi = 4527. Ha négy kiilonboz6 primszam Osszege paratlan, akkor az egyiknek parosnak kell lennie, igy
p1 = 2. Ezzel po + ps + pg = 75 és p2 + p2 + p2 = 4523.

Egy primszam 3-mal osztva 1 vagy 2 maradékot ad (kivétel a 3), vagyis p = 3k + 1 vagy p = 3k + 2. Ezek négyzete
p? = 9k? + 6k + 1 vagy p? = 9k? + 12k + 3 + 1. Ezzel arra jutottunk, hogy barmely primszam négyzete (kivéve a p = 3
esetet) 3-mal osztva 1 maradékot ad. Mivel a jobb oldal 3-mal osztva 2 maradékot ad, igy a bal oldalon valamelyik
primnek oszthatonak kell lennie 3-mal, azaz ps = 3. Ezzel a masodik egyenlSség igy alakul: pg + pi = 4514.

Most vizsgaljuk meg a primszamok négyzetének utolsd szamjegyét. A p = 2 és p = 5 esetek kivételével minden
primszam utols6 szamjegye 1, 3, 7 vagy 9. Ezek négyzete 1, 9, 9, 1. Tehat minden primszam (a 2 és az 5 kivételével)
négyzetének utolso jegye 1 vagy 9. Mivel ezek koziil barmely kett6t Osszeadva az eredmény nem lehet 4, azért ha két
kiilonboz6 primszam négyzetének Gsszege 4-re végzédik, akkor az egyiknek 5-nek kell lenni: p3 = 5. Ekkor p? = 4489,
ahonnan py = 67, ami szintén primszam.

Tehat a négy primszam szorzata: 2 -3 -5- 67 = 2010.



