A hagyomanyoknak megfelel6en ebben az évben is kozoljiik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a meg-
oldasait; lényegében gy, ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremiikodésiiket kdszonjiik és
ezuton is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztiség

1. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan f: R — R figguényt, amelyre az f([x]y) = f(x)[f(y)] egyenidség teljesil minden
x,y € R-re. (Itt [z] a legnagyobb olyan egész szamot jeldli, amely kisebb vagy egyenld z-nél.)

Meészaros Andras megoldasa. Az azonosan nulla fiiggvény nyilvin megoldéas. Vizsgaljuk meg azt az esetet,
amikor van olyan t, amelyre f(t) # 0. Ekkor [f(¢)] sem lehet 0, hiszen [f(t)] = 0-bol az x = 1, y = ¢ helyettesitéssel

F([1]t) = fF(1)[f(t)] = 0 kévetkezne, ami ellentmondés.
De ekkor y = ¢ mellett 2 helyébe a-t, illetve [a]-t irva:

f(lalt) = f@)[f(®)], illetve f([a]t) = F([a]) [f(1)].
E kett6t kivonva egymésbol: 0 = [f(t)](f(a) — f([a])), és ez, mivel [f(t)] nem 0, azt jelenti, hogy minden a-ra

f(a) = f([a])-

Ha bebizonyitanank, hogy van olyan ¢ konstans, amelyre f(n) = ¢ minden egész n-re teljesiil, akkor a fenti szerint
azt kapnank, hogy f konstans fiiggvény. Ezt mutatjuk meg.

Legyen z =y = 0, ekkor f(0) = f(0) - [f(0)], vagyis 0= f(0)(1 — [f(0)]). Ez kétféleképpen lehetséges.

1. eset: f(0) =0. Legyen x = 2a és y =

r(a5) = sea-|r(3)] we s(3)=r([3]) =ro-o

1 1
de f (§> =f ({ﬂ) = f(0) =0, igy f(a) =0, minden a egészre; mint fent lattuk ez azt jelenti, hogy f azonosan 0,

tehat ebben az esetben nem talaltunk ij megoldast.

2. eset: [f(0)] = 1. Ekkor az y = 0 helyettesitéssel: f([z]-0) = f(z)- [f(0)], vagyis f(0) = f(x), tehat f konstans:
f@) =c &s [ =[f(0)] =L

Ezzel belattuk, hogy f vagy az azonosan nulla fiiggvény, vagy konstans ¢, ahol [¢] = 1. Kénnyen lathato, hogy ezek
a fiiggvények valoban teljesitik is a feladat feltételét.

—~

, ahol a tetszGleges egész szam. Ekkor

N =

2. Legyen I az ABC hdromszdg beirt kérének kozéppontja, T pedig a hdromszdg korilirt kére. Az Al egyenes mdsik
metszéspontja a I kirrel legyen D. Legyen E o BDC' kériv egy pontja, F pedig a BC' szakasz egy pontja, amelyekre
teljestil

BAFq=CAE<1 < %BAC<I.

Legyen tovabbd G az I'F szakasz kézéppontja. Bizonyitsuk be, hogy a DG és EI egyenesek a I kéron metszik eqgymdst.

Nagy Donat megoldasa. Legyen [ tiikorképe D-re I', ekkor ID = DI’ ésigy GD || FI', hiszen G D kizépvonal az
IFI' haromszdgben. Mivel AD szogfelezs az ABC haromszogben, a keriileti szdgek tételéebsl BD—DC. Felhasznélva,
hogy BI és C1I szogfelez6 az ABC haromszogben

ACB<  ABC<

BIC« =180° — ICB< — IBC< = 180° — 5 5

tovabbéa

BDC« = 180° — BAC<x = ABC< + ACB«,

BDC«

hiszen ABCD hurnégyszog. A D kdzépponti DB = DC' sugaru koron I rajta van, hiszen BIC< = 180° — 5

és BC elvalasztja D-t és I-t. Az IT' nyilvan ennek a k kornek az atméréje.




Legyen FAI< = TAE< = ¢ (a két szog a feladat feltétele és TAB< = TAC< miatt egyenls). A keriileti szogek
tétele szerint GD és ET metszéspontja pontosan akkor van I'-n, ha

(GD,TE)< = o — (AD, AB)« = (AT, AF)«

—
(itt a megfelels vektorok altal bezart iranyitott szogek egyenlGségét tekintem). Mivel Cﬁ és FI' egyiranyuak, ez
ekvivalens azzal, hogy

(A", AE)< = ¢ = (FI', TE)<.

Tekintsiik azt az A kézéppontd ¢ szogi nyujtva forgatast, ami F-et I-be viszi. Ez egy ¢ szoggel valo nyujtva forgatas,
I’ képe az AE egyenesre, AI' képére esik, és a bizonyitandé ekvivalens azzal, hogy FI' képe I E, tehat hogy I’ képe E.
Az I’ képe pontosan akkor E, ha AF : Al = AI' : AE, azaz AE - AF = Al - AI'.

Mivel BAF < = FAC< és a keriileti szogek tételébol:

CEA< = CBA<, ABF ~ AEC, AB:AF = AE:AC, AE-AF = AB- AC.

Igy az allitas pontosan akkor teljesiil, ha AB - AC = AI - AI'. Legyen B’ a B pont tiikorképe AD-re; ekkor BAD< =
DAC< miatt B" az AC egyenesen van, BD = B’'D miatt B’ a k koron van, és B’ = C (akkor és) csak akkor teljesiil,
ha AB = AC, de ekkor a keriileti szogek tételébol:

180° — 2ACB
ACD< = ACB< + DAB< = ACB< + 80#04 — 90°,

igy a k kor B’ = C-ben érinti az AC egyenest. Ezekbol kovetkezik, hogy A-nak a k-ra vonatkozoé hatvanya Al - AI' =
AC - AB' = AC - AB, és ezzel készen vagyunk.

3. Legyen N a pozitiv egész szamok halmaza. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan g: N — N fiigguényt, amelyre (g(m) +
n)(m+ g(n)) teljes négyzet minden m,n € N-re.

Nagy Janos megoldasa. Rogton lathato, hogy a g(n) = n + ¢ alakua fliggvények megfelelnek a feltételnek, ahol
¢ egy nemnegativ egész szam, hiszen ekkor a fiiggvény értékkészlete megfelels és

(9(m) +n)(m+g(n)) = (m+n+ )%,

ami valéban mindig teljes négyzet.

Bebizonyitjuk, hogy csak ezek a jo fliggvények.

Nézziik meg, hogy egy tetsz6leges pozitiv egész m-re milyen értéket vehet fel a g(m + 1) — g(m) kifejezés. ElGszor
igazolom, hogy nem lehet 2-t6l kiilénb6z6 primosztoja. Indirekt moédon tegyiik fel, hogy valamilyen p # 2 primre
p | glm+1)—g(m) és legyen g(m) = pl +r, illetve g(m + 1) = pk + r. Mivel p >2, azért ketténél tobb maradékosztaly
van, tehat létezik biztosan olyan u pozitiv egész, hogy sem (u+1), sem (u+ k) nem oszthato p-vel. Legyen n = pu —r.

A feladat feltételébdl tudjuk, hogy (g(m) + n)(m + g(n)) négyzetszam, tehat p(l + u)(m + g(n)) négyzetszam.
Tudjuk, hogy (u+1) nem oszthaté p-vel, de p-nek péros kitevon kell szerepelnie egy négyzetszamban, igy p | m + g(n).

Ugyanigy kapjuk m helyébe (m + 1)-et irva, hogy p | m + 1 + g(n), ebb6l p | m + 1 + g(n) — m — g(n) = 1, ami
ellentmondas. Igy tehat azt kaptuk, hogy g(m -+ 1) — g(m)-nek semmilyen m-re nem lehet 2-t6l kiilonbdz6 primosztoja.

Most bebizonyitom, hogy g(m + 1) — g(m) nem lehet oszthaté 4-gyel. Tételezziik fel indirekt modon, hogy 4 |
g(m+1) — g(m). Ekkor létezik olyan n pozitiv egész szam, hogy n+ g(m) és n+ g(m+1) is kett6 maradékot ad 4-gyel
osztva.

Tudjuk, hogy (g(m) +n)(m+ g(n)) négyzetszam, de g(m) +n oszthat6 2-vel, de 4-gyel nem, amibol 2 | m + g(n).
Ugyanigy kapjuk m helyébe (m + 1)-et irva, hogy 2 | m + 1 4 g(n), két szomszédos egész szam mindegyike nem lehet
paros, tehat ellentmondésra jutottunk, tehat 4 | g(m + 1) — g(m) nem teljesiilhet.

Igy arra jutottunk, hogy minden m-re g(m + 1) — g(m) lehetséges értékei 1, —1, 2, —2.

Ezutan bebizonyitom, hogy egy adott ¢ értéket, ha ¢ # 1, akkor csak véges sokszor veheti f6l a g(m + 1) — g(m)
kifejezés. Tételezziik fel, hogy végtelen sok kiilonbozs m egész szamra g(m + 1) — g(m) = t. Vegylik észre, hogy

(g(m+1) +m)(g(m) + m+1) = (g(m) + m+1t)(g(m) +m+ 1)
négyzetszam. Legyen v = g(m) + m + 1, mivel v > m, ezért tudjuk, hogy v - (v+t — 1) végtelen sok pozitiv egész v-re
négyzetszam.

Most két eset van.
1. eset: Ha t — 1 pdros. Ekkor

t—3Y t—1Y
v—l—T <v-(v+t—-1)< U—i—T )



ha v elég nagy, ami ellentmondés, hiszen ekkor v- (v+¢—1) nem lehet négyzetszam. A fenti egyenlGtlenség jobb oldala
egyértelmtd, a bal oldal azt jelenti, hogy

2 2
t— t—
v+ (t —3)v + <Tg) <v?f+o(t—1), <T3> < 2v,

ami teljesiil, ha v elég nagy.
2. eset: Ha t — 1 paratlan. Ekkor

t—2Y ¢\
v—i—T <v-(v+t—-1)< v+§ ,

ha v elég nagy, ami ellentmondas, hiszen ekkor v- (v+¢—1) nem lehet négyzetszam. A fenti egyenlGtlenség jobb oldala
egyértelmtd, a bal oldal azt jelenti, hogy

2 2
t—2 t—2
v? 4 (t —2)v + (T) <v? ot —1), (T) < w,

ami teljesiil, ha v elég nagy.

Azt kaptuk, hogy egy t érték csak véges sokszor szerepelhet kiilonbségként, ha ¢ # 1. Igy tehat a —1, 2, —2
értékek csak véges sokszor szerepelhetnek g(m + 1) — g(m) értékeként, vagyis egy korlattol kezdve minden m-re
glm+1) = g(m) + 1, azaz ha m > N, akkor g(m) = m + ¢ valamilyen konstans c-re.

Tovabba bebizonyitjuk, hogy akérmilyen N-nél kisebb m egész szamra is g(m) = m + ¢. Valasszunk egy olyan
n > N szédmot, amire m +n + ¢ = p, ahol p egy prim, ekkor (g(n) + m)(g(m) + n) négyzetszam, de g(n) +m = p,
tehat g(m) + n oszthatd p-vel, azaz p | g(m)+n—p = g(m) —m — c. Azt kaptuk, hogy g(m) —m — ¢ oszthato végtelen
sok elég nagy primmel, amib6l g(m) = m + c.

Igy tehat minden pozitiv egész m-re g(m) = m+ ¢, ahol ¢ egy egész szam, de nyilvan nemnegativ. Ezek az egyediili
j6 megoldésok.

4. Legyen P egy pont az ABC hdromszdg belsejében. Az AP, BP és CP egyenesek mdsik metszéspontja az ABC
hdromszdg T korilirt kérével legyen rendre K, L és M. A T kirhéz C pontban hizott érintéd messe az AB egyenest az
S pontban. Tegyiik fel, hogy SC = SP. Bizonyitsuk be, hogy MK = M L.

Bodor Bertalan megoldasa. Legyen BAC< = o, ACB< = 3, CBA< =, BSP< = .
Az S pontnak a I' kdrre vonatkozo hatvanya

SA-SB=SC?=SP2.

SB SP
Ebbdl P =S4 adodik, ami azt jelenti, hogy az SBP és SPA haromszogek hasonldéak egyméashoz. Ebbdl SAP< =
S PB< kovetkezik. Ekkor a keriileti szogek tételébdl:

AKL< = ABL< = BSP< + SPB< = ¢ + SPB< = ¢ + SAP< =
= ¢+ BAK< = ¢+ BLK<,

ahonnan

(1) AKL<— BLK< = ¢.

‘ﬁ
Ty

Az érint6 széra keriileti szogek tétele miatt BCS< = CAB< = «a. Az ACS haromszogben a szogek Osszege
180° = a+ ACS< + CSP<1+ ASP< =2a+ v+ ¢ + CSP<, amibdl CSP< = 180° — 2a— v — . SC = SP miatt az
SCP haromszog egyenld szara, és akkor

180° — CSP« Yt
=a+ .

P:P:
SPC«x = SCP« 5 5



Ebbél

BCM< = SCP< — BCS< = %LT“’ 6 ACMa =122
A keriileti szogek tételébsl:
2) BLM<— AKM«< = BOM< — ACM< = 112 _0—% _

2 2

Az (1) és (2) egyenlGségek megfelels oldalait egymasbol kivonva
AKL<— BLK<— BLM<+ AKM< =0,

azaz

AKL<+ AKM<=BLK<+ BLM< < MKL<=MLK< < MK =ML
adodik, és ezt kellett bizonyitanunk.

5. A B1, Bs, Bs, By, Bs, Bg dobozok mindegyikében kezdetben egy érme van. Kétféle megengedett lépés van:

1. tipust 1épés: Vdlasztunk egy B; nemdires dobozt, ahol 1 < j < 5. Elvesziink egy érmét a B; dobozbol, és hozzdaadunk
két érmét a Bjy1 dobozhoz.

2. tipusi lépés: Vilasztunk egy By, nemires dobozt, ahol 1 < k < 4. Elvesziink eqy érmét a By, dobozbdl, és kicseréljik
@ Bit1 (esetleg tires) doboz tartalmdt a Byyo (esetleg iires) doboz tartalmduval.

Allapitsuk meg, hogy ilyen lépések valamilyen véges sorozata segitségével elérhetd-e, hogy a By, By, Bs, By, Bs
d?blg())zok mindegyike tires legyen, a Bg doboz pedig pontosan 20102010°""°
a®’.)

Dankovics Attila megoldasa. Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket.

Kapcsos zarojelbe tett rendezett szamhatosok jelolik az allasokat: {1;1;1;1;1;1} az alapallas (az els6 par iireset
elhagyva: {0;0;0;1;1;1} = {1;1;1}).

Zarojelbe tett rendezett szamparok jelolik a lépéseket: példaul (1;2) azt jelenti, hogy az els6é dobozbol egy 2. tipusi
lépést hajtottunk végre. Végiil jelolje példaul n - (k;1) azt, hogy a (k;1) lépést n-szer végezziik el.

Legyen v = 20102010%°""

1. Lemma. Az {a;b;c; 2;0;0} dlldsbol elérhetd az {a;b;c;0;2%;0} dllds.

.. . C
érmét tartalmazzon. (Definicid szerint a’ =

Bizonyitas. Teljes indukcioé x szerint: x = 1-re (4;1) lépés utéan elértiik az allast.

Indukcios lépés: {a; b;c;0;22 1 O} az indukcios feltevés szerint elérhets. Ez utan 2%~ '-szer az (5;1), majd a (4;2)
lépéseket végrehajtva elértiik a kivant allast.

Hajtsuk végre egymas utan a kévetkezs lépéseket:
{LLLL L e (151); (231)5 (3:1); (451); (5;1), az igy kapott
{052;2;2;2;3}-re 2-(5;1); (4;2); 7- (55 1); (352), majd
{0;2;1;14;0;0}-re az 1. Lemma szerint létezs lépéssorozattal kapott
{0;2;1;0;2'"0}-re  (3;2); (2;2); (2;1); 2+ (3;1) adja

) )

) )

22
{0;0;214;4;0;0}—t, amire az 1. Lemma eljarasat és (3;2)-t felvaltva ismételgetve 21 szer a {O;O;O; 92" ;O;O}
21442 db
allashoz jutunk.

Legyen a By dobozban 1év6 érmék aktualis szdma mindig h. Megjegyzendd, hogy h paritasa tetszélegesre beallithato
(szlikség esetén a (4;2) lépés alkalmazasaval); ezt kés6bb fogom kihasznalni.

Az el6bbi helyzetb6l a 3 - ((4;1);2- (5;1)) atalakitds utdn a {h;0;12} allast kapjuk. Jelolje a Bg-ban lévs érmék
szamat mindig y (mely jelenleg 3-mal oszthato, lévén 12). Legyen végiil a Bs-ben 1év6 érmeék szama .

Ekkor a (4;2); x - (5;1) lépéssorozat y értékét duplazza és h értékét 1-gyel cs6kkenti (ezutdn h még pozitiv marad,
mert h > v; tovabbé y 3-mal oszthatoé marad; tovabba h paritasa tetsz6leges marad). Duplazzuk y-t mig 2y < v < 4y
teljesiil. Legyen az ekkor aktualis y értéke c. A (4;2) lépés utan ismételjiik az (5;1) lépést addig, amig = + 2y = v nem
teljesiil (el6bb-utobb teljesiilni fog, mert z + 2y minden lépésben 3-mal nd, igy ¢ és 4¢ koz6tt minden 3-mal oszthatd
értéket felvesz, és v is ilyen). Ezt kdvetGen a (4;2); x - (5;1) lépéssorozat utan a {h;0;v} allast kapjuk. Ez az allas
tetszOleges paritasu h-val elérhets, legyen h paros. Ekkor h - (4;2) utéan az allas: {0;0;0;0;0; v}, ami megegyezik az
elérendd allassal.

Tehat a kérdéses allas elérhetd.

6. Legyen ai,as,as, ... pozitiv valds szamok eqy sorozata. Tegyiik fel, hogy van egy olyan s pozitiv egész, amellyel
anp =max{ag +an— |1 <k<n-1}

teljesiil mindenn > s egészre. Bizonyitsuk be, hogy léteznek olyan € és N pozitiv egészek, amikre ¢ < s, és ap, = ag+an—¢
minden n > N-re.



Eles Andras megoldasa. Legyen m > 2, és 1 < iy,i2,...,i, < s tetsz6leges m darab pozitiv egész, melyek
Osszege n. Ha ezek teljesitenek egy plusz feltételt, akkor az

@iy + Qi + -0 aq,

Osszeget n-re képzett dsszegnek nevezziik. A plusz feltétel az, hogy az ¢; szdmok koziil valamelyik ketts 6sszege nagyobb,
mint s (példaul i1 + is > s, viszont i1 + i1 > s még nem elégséges feltétel). Ezt a definiciot és a plusz feltétel eredetét
a most kovetkez6 kulcsfontossagt lemma és annak bizonyitasa fogja megmagyarazni.

Lemma. Az n-re képzett dsszegek mazimuma a, minden n > s esetén.

Ezt n-re indukcioval igazoljuk. Ha k > s, akkor n > k és az indukcios feltevés értelmében ay helyébe beirhatunk
egy k-ra képzett Osszeget. Ugyanigy jarunk el a,_j-val. Az indexek sszege n lesz, a plusz feltétel pedig teljesiil, hiszen
ay vagy an_y, felirdsabol szarmazik két megfelels indexi tag, ha k > s vagy n — k > s (kiilonben pedig 6k maguk a
két tag). Tehat a,, felirhatd egy n-re képzett Gsszegként.

Mar csak azt kell igazolni, hogy a, fols6 becslés minden n-re képzett Osszegre. Feltehet6 a plusz feltétel miatt,
hogy i1 +i2 > s. Alkalmazva a sorozat képzési szabéalyat mindig a legelss tagra (amelynek indexe mindeniitt nagyobb,
mint s):

An = iy iy, 2 Qg drigetip_y T Ok 2 Qg ooy T Q-1 + A 2 -0+ 2
2 Qi tip T iy + - Fag 2 a3, + Q4 + 0+ Ay,

Ezzel a lemmat igazoltuk.
a
Legyen [ olyan pozitiv egész, melyre 1 <[ < s és ezen beliil Tl maximalis! A megoldas azon észrevételen alapszik,

hogy elég nagy n-re felirva a,-et egy n-re képzett Osszegként, az a;-t6l kiilonboz6 tagok szama egy bizonyos hatar ala
szorithatd. Ha ugyanis ¢ # [ és van [ + 2 darab a; az 6sszegben, akkor [ darab a; lecserélhets t darab a;-re, az Gsszeg
ekkor nem cso6kken, hiszen

a a;
lat:lt?gltT:ta/[

Igy egy legalabb akkora, tehat ismét a,-nel egyenls n-re képzett Gsszeget kaptunk. (azért a +2 darab a;, hogy az
eltling indexbdl maradjon legalabb ketts, igy ne sériiljon a plusz feltétel). Ezt az eljarast addig végezziik, mig lehet,
ily modon a,, mar olyan n-re képzett 6sszegként all majd el6, ahol minden ¢, 1 <t < s, t # [ esetén a; az Osszegben
legfeljebb (I + 1)-szer szerepel.
Kovetkezs valasztasunk
N=(1+2+...+s)(+1)+20+1,

ugyanis n > N esetén a, fenti felirdsaban legalabb 3 darab a; lesz jelen, hiszen a tobbi index Osszege maximum
N — 2] —1. Az egyik a;-t torolve marad legalabb kettd (igy a plusz feltétel megint nem sériil), az indexek Gsszege n — 1
lesz, tehat egy (n — [)-re képzett 6sszeg, S,—; marad héatra. De akkor, a lemma és a sorozat képzése alapjan

an =a;+ Sp—1 L ar+an—; < ap.

Ez végig egyenlGség. Tehat [-nek és N-nek a fenti valasztasaival a,, = a;+a,—; minden n > N esetén. (A gondolatmenet
finomitasaval N javithato.)



