A kriptografia torténete évezredekre nyulik vissza, mar az Okori gorogok és héberek is ismerték a rejtjelezés tudo-
manyéat, a spartaiak példaul az agynevezett szkiitalét, a héber tudésok egyszertd monoalfabetikus (adott betii helyett
mas betit irunk, de mindig ugyanazt, a helyett példaul mindig b-t) rejtjeleket hasznaltak (atbas). Julius Caesarrol
elnevezett hires szintén monoalfabetikus kodolas a Caesar-rejtjel.

Az egyszertd monoalfabetikus kodok még évszazadokon at divatban voltak, amig az arab tuddsok ra nem jottek
megfejtésiik moédjara, az un. statisztikus elemzésre. Ett6l kezdve egy egyébként megfejthetetlen kodot egy gyakorlott
kriptografus fél éra alatt kdnnytszerrel feltort.

A technika fejlédésével a kriptografidban is mindinkdbb nagyobb szerepet kaptak a matematikusok, muszaki szak-
emberek. Igy lehetséges az, hogy mara mar a kriptografiat egyesek a matematika egyik agaként kezelik.

Néhany sz6 a Julia-halmazokrol és a Mandelbrot-halmazroél

Mi is az a Mandelbrot-halmaz? A matematikit kedvelGk legnagyobb része mar egész biztosan talalkozott ezzel
a rendkiviil hires halmazzal. Sokan vannak, akik minden bizonnyal csak képrél ismerik, masok pedig tisztaban vannak
elméleti hatterével is. Azok kedvéért, akik még nem tudjak, hogy pontosan mirdl is van szé, egy kis kitekintét adunk
arrél, hogy mire is hivatkozunk majd a késébbiekben.

Mi tartozik a halmazhoz és mi nem?

Kezdjiik talan azzal, hogy az alaphalmaz a komplex szamok halmaza [9]. Ezek a szamok kozépiskolas szinten joval
kisebb szerepet kapnak, mar ha egyaltalan megemlitik Sket, mint példaul a valés vagy természetes szamok. Egy komplex
szam lényegesen kiilonbozik néhany dologhan egy valés szamtol, azonban sok mas dologban ugyanagy viselkedik, mint
valds tarsa.

A komplex szamsikot hivjak még Gauss-féle szamsiknak is, ez a megfelelGje a valos szdmok halmazan a szamok
elhelyezésére hasznalt szidmegyenesnek. A kiilonbség annyi, hogy a szidmegyenesen egyetlen adat egyértelmien jeloli
a szam helyét, mig mint a Descartes-koordinatarendszerben mar megszoktuk, a komplex szamokat is csak két adattal
tudjuk pontosan megadni (valos rész: Re és imaginarius rész: Im), melyeket a kovetkezs alakban jelolhetiink: z =
a+b-ifl ahol a a valos tengelyen felvett érték, b pedig az imaginarius (képzeletbeli) tengelyen felvett érték (a és b
valos szamok). Hogy mi az az i? i az a szam, amelynek négyzete —1, azaz i = v/—1. Ez furcsanak ttinhet elsé ranézésre,
hiszen megszoktuk mar, és belénk is nevelték, hogy a valés szdmok halmazan negativ szdmbol nem vonhatunk gyokot,
és bizony egy dolgozatnal stulyos pontokat is veszthetiink, ha figyelmetleniil mégis megtessziik példaul egy ismeretlen
x esetén. Azonban a komplex szamok halmaza éppen azért van, hogy ez a mivelet értelmezhetd legyen.

A komplex szamokat vektorokként is kezelhetjiik, igy az 6sszeadas és kivonas miivelete példdul konnyen értelmezhets
vektorosszeadasként /kivonasként is. A szorzas sem bonyolult, hasonloan kezelendd mint két kéttagi polinom szorzasa:

(a+b-i)-(c+d-i)=a-ct+a-d-i+b-i-c+b-d-i?

de i? = —1,azaz (a+b-i)-(c+d-i)=a-c+(a-d+b-c)-i—b-d.

Ha a kedves olvasé még t6bb miveletre kivancsi, akkor az [1], vagy a [2] oldalakon sok érdekességet talalhat.

A matematikiban a Mandelbrot-halmaz azon ¢ komplex szdmokbol all (a ,komplex szamsik” azon pontjainak
meértani helye, halmaza), melyekre az alabbi (komplex szam értéki) x,, rekurziv sorozat:

T1 = c, Tpal i= (xn)2 +ec

nem tart végtelenbe, azaz abszolut értékben (hosszara nézve) korlatos [3].

Legyen ¢ = konstans; f(z) = 22 4 ¢ dinamikus fiiggvény minden z; komplex szamhoz. Azon 1 értékek halmazdit,
amelynél az f(z) = 22 + ¢ rekurzidja ¢ = konstans mellett nem tart a végtelenhez, Julia-halmaznak hivjuk. Minden
egyes c értékhez tartozik egy Julia-halmaz [4], azaz a Mandelbrot-halmaz definici6jatol annyi a kiilonbség, hogy ott ¢
minden pontra valtozik, itt azonban minden pont esetén egy adott konstans.

Ezeket a halmazokat ki is rajzoltathatjuk a szamitogépiink segitségével. Altalaban feketével jelolik azokat a pon-
tokat, amelyek a halmaz részei, és valamilyen egyéb szinnel azokat, amelyekrél bizonyos 1épésszam utén kideriil, hogy
mégsem a halmaz részei, ezek kirajzolasarol a késGbbiekben még lesz sz6. A halmazokrol még sok érdekesség olvashato
példaul itt: [5], [6], [7], [8], és még rengeteg més oldalon, idegen nyelven is.

A programroél

LA szerz6 az itt bemutatott programmal a 23. Ifjasagi Tudomanyos és Innovaciés Tehetségkutatd Verseny III. dijat nyerte és elnyerte
a legjobb informatikai palyazatnak jaro dijat (http://www.innovacio.hu/3a_hu_23_vegeredmeny.php).

2Emellett a jeldlés mellett létezik az Gn. trigonometrikus alak, ami a polarkoordinéatas jelolést takarja, azaz z = r - (cos ¢ + (sing) - i) és
exponencialis alak z = r - e'?.



Az altalam irt programban én is a matematika, itt nevezetesen a kdoszelmeélet altal is targyalt fraktalok adta lehets-
ségeket szerettem volna kihasznalni gy, hogy a kodolashoz sziikséges kulcs lehet6leg minimalis legyen, de a lehetGségek
szama mégis tul nagy ahhoz, hogy préobalgatassal feltorhessék.

A program kihasznalja azt, hogy bizonyos esetekben a nemlinearis rendszereknél az eredmények nem josolhatoak
meg biztonsagosan elére, mint mondjuk az idGjarasban, ahol példaul az id§jarads nem azért nem mondhat6é meg
pontosan hosszabb idére el6re, mert a szamitégépeink teljesitménye kevés lenne a kiszadmitasukhoz, hanem azért, mert
rendkiviil apré Osszetevok is, amelyeknek felmérése lehetetlen, képesek donté modon befolyéasolni a végeredményt (lasd
Pillango-hatas).

A program elve a kovetkezd:

1. A szamitogép generdl egy fraktalt, vagy annak egy részletét az altalunk megadott paraméter segitségével.

2. A képernyén ezt szamunkra is lathatova teszi, igy eldonthetjiik, hogy alkalmas lesz-e szimunkra az adott halmaz.
(Minél részletgazdagabb, annal megbizhatobb lesz majd.)

3. A fraktal segitségével titkositja az altalunk megadott szoveget.

A program a Mandelbrot-halmazt és Julia-halmazokat tud kirajzolni, ezekre ranagyitani. A fraktal kirajzolasdhoz
természetesen nem derithetjiik ki a sik minden pontjarél, hogy a része-e a halmaznak, vagy sem. A program ezért csak
a képernydn lathatd 800 x 600 pixelt tartalmazd kép képpontjaihoz hozzarendelt értékekre végzi el a szdmitasokat.
Ezekre a pontokra a program még az elején kiszamitja, hogy a halmaz részei-e, gy, hogy az altalunk kivalasztott
tartomanyt egyenletesen felosztja 800, illetve 600 részre. Természetesen nagyitaskor ez a felosztas megvaltozik, és az 4]
felosztas mar a nagyitas mértékétdl fiiggden, azzal ardnyosan kisebb kozokre osztja két pixel kdzott a tavolsagokat.
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Ezutan kezdi el a program az egyes pontok vizsgalatat. Mind a 480 000 ponton végigmegy egyesével. Mindegyik
pontra kiszamolja a z; = ¢, x, = 22 _| + ¢, rekurziv sorozat altalunk kivalasztott szami elsé elemét, ahol Mandelbrot-
halmaz esetén ¢ = 1 = a + b - i komplex szdm, az adott pont kezd&értéke, mig Julia-halmaznél zi-et ugyanugy,
a vizsgalt sikrészlet egyenletes felosztasaval kapjuk meg, mig c-t mi magunk valasztjuk, a képzés soran mindvégig ezt
a szamot adjuk hozza minden pixel esetén minden sorozattaghoz.

Két eset lehetséges, ha n — oo,

1. Egy pont orig6tol vett tavolsaga is tart a végtelenhez, vagy

2. Az origotol vett tavolsag nem tart végtelenhez, ketténél kisebb abszolat értéken beliil marad (Benoit Mandelbrot
megéallapitotta, hogy ha ketténél nagyobb lesz, akkor biztosan a végtelenhez tart).

Az utébbi pontokat vessziik a Mandelbrot-halmaz, illetve a Julia-halmazok elemeinek, ezeket a program feketére
szinezi, mig azokat a pontokat, amelyek nem elemei a halmaznak szinesre festi, a szin attol fiigg, hogy az adott pixelhez
tartozé ponttal szamitott sorozat hanyadik eleme lesz az, melynek tavolsaga az origotol nagyobb lesz a ketts (vagy
az altalunk valasztott) értéknel.

Annak érdekében, hogy ne iitkozziink végtelen ciklusba, nem szamithatjuk a sorozatot végtelen elemig, igy kiva-
lasztunk egy szamot. Ez a szam lesz az, ahdnyadik elemig kiszadmoljuk a sorozatot. Ha a sorozat ezen elemének is
kisebb lesz az origotol vald tavolsdga, mint amit megadtunk, akkor gy veszi a program, hogy ez a pont is a halmaz



eleme. A médszer hatranya, hogy olyan pontokat is a halmaz részévé nyilvanit, amelyek lehet, hogy nem is azok. Minél
nagyobb szamot vilasztunk, annél jobban fog hasonlitani az eredmény a tényleges halmazra, de azt soha nem kapjuk
meg.

Azoknal a pontoknél, ahol elébb kideriil, hogy a pont a végtelenbe tart, ott nem szamitja ki a program a tovabbi
pontokat, hiszen ez felesleges volna.

Ezzel a médszerrel tehat minden ponthoz hozzarendelhetiink egy k természetes szamot, mely azt jelzi, hogy a pont
hény iteracios lépés utan hagyta el a megadott abszolut értékii kornyezetet. A paramétereket varidlva hamar kideriil,
hogy mar kis valtoztatdsokkal is nagy kiilonbségek adodnak a k-kon. Ha ezeket a k-kat soronként Gsszeadjuk, akkor
ez a kiilonbség megnyolcszazszoroz6dik, nagyon érzékeny lesz a kezdeti paraméterekre, amelyek Mandelbrot-halmaz
esetén a nagyitds és annak helye, abszolut érték és iteraciok szdma, Julia-halmaz esetén pedig ezeken feliil a valasztott
c paraméter valés és imaginarius része.

A szoveg kodoldsa innentdl mar gyerekjaték, minden karakterhez hozzarendeliink egy fliggvény segitségével egy
sort a képerny6rdl (én itt egy szinusz-fliggvényt valasztottam, tekintetbe véve, hogy nem lesz periodikus, de az egyes
sorok gyakorisdga ugyanannyi marad, mintha egymas utan vennénk a sorokat), az itt talalhatd 800 pixelhez tartozd
k szamokat Gsszeadjuk, majd a karakter ASCII-kodjahoz hozzaadjuk az igy kapott Osszeget. Hogy az igy kapott
szamhoz hozzarendelhessiink egy ASCII karaktert 255-tel osztjuk maradékosan, igy mar 0 és 255 kozott szamot kapunk
maradékul, ez lesz az 1j, titkositott karakter.

A metddus egy kicsivel bonyolultabb, mivel 0, mint ASCII-kdd esetén a program abbahagyja a titkositast, és a to-
vabbi karaktereket nem kodolja, igy kénytelenek vagyunk megoldani, hogy az 1...255 tartoményba essen az Gj szam,
de lényegében a moddszer itt is ugyanaz, maradékos osztas 255-tel, majd 1 hozzdadasa. Hogy elkeriiljiik az adatvesztés
lehetGségét, itt egy kisebb triikkel éltem. A program nem tudja titkositani a 244-es szamu karaktert, de cserében nem
okoz olyan végzetes hibat, hogy az eggyel nagyobb ASCII kodu karaktert adja vissza eredményiil (a kovetkezs tizenet-
hez val6 4j kulcs megadéasakor ez végzetes lehetne, ha a kulcs valamelyik szamjegye helyett irna eggyel nagyobbat).
RemélhetGleg ez a karakter azonban senkinek sem fog tilsdgosan hianyozni.

A dekodolés szimmetrikus, forditva végzi el a miveleteket a program. A kod tovabbi erdsitésére és annak elke-
riilésére, hogy periodikusan ismétlédjon az eltolds mértéke, egy szinusz-fliggvény segitségével rendeli a karakterekhez
a sorokat a program.

El6szor kattintsunk a Szamitds gombra, ezutdn megkapjuk a fraktalt. Ha nagyitani szeretnénk, akkor a képre
kattintva tehetjiik.

Legyen itt egy példa a paraméterek érzékenységére:
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A két esetben a kulcsok egy kivételével mind megegyeznek, az eltérés annyi, hogy az elsé esetben az imaginarius
rész 0,01 - ¢, mig a masodikban 0,010 01 - 2.

Lathato, hogy kis valtoztatésok is nagy befolyassal vannak a kddolasra, ez a program legnagyobb el6nye, emiatt
elég kevés kulcs megadasa is. LehetGség nyilik arra is, hogy a felhaszndlok a kulcsaikat iizenetenként lecseréljék, és
ujakat adjanak meg. Ha valakinek megtetszik a fraktal, akkor pedig egy gombnyomassal elmentheti a szamitogépére.
Ha jobb mingséget szeretne, akkor pedig a kivant felbontéasra allithatja be magénak az értékeket.

A program soran egy olyan titkosit6 program létrehozasa volt tehat a cél, ami konnyen kezelhets, és kellGen
megbizhat6 ahhoz, hogy idegenek el6l elrejtsiik {izeneteink tartalmét.
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