I. rész

1. Jenci rollert szeretne vdsdrolni, ezért elindul a boltba valamennyi pénzzel, mind hdrom fabatkds. A boltban csak
egyfajta roller van, az dra 19 fabatka. A boltosnak azonban csak 6t fabatkdsai vannak. Hogyan tudjik o legkevesebb
pénzdarab folhaszndldsdval lebonyolitani az tzletet? (11 pont)

Megoldas. A haromfabatkasok szama legyen x, az 6tfabatkisoké pedig y. Ekkor 3x — 5y = 19. Ebbdl z-et kifejezve

kapjuk, hogy 5y + 19 2y + 1
xzyT=y+6+ y3 .

1
Mivel x és y egész szamok, ezért is egész, vagyis 3 | 2y + 1. Ez pontosan akkor teljesiil, ha y = 3k + 1.

Ha y = 3k + 1, akkor

2 +1 203k +1) + 1

3

A legkisebb megoldést akkor kapjuk, ha k& = 0. Ekkor x = 8, y = 1, vagyis Jenci 8 darab haromfabatkassal fizet és
1 darab otfabatkast kap visszajaronak.

T=y+6+ =3k+1+6+ =3k+7+4+2k+1=5k~+8.

2. Hdarom szomszédos paratlan négyzetszdm Gsszege eqy csupa azonos szamgjeqybdl dllo négyjeqytd szam. Hatdrozzuk
meg a négyjeqytd szamot. (12 pont)

Megoldas. Felirhatjuk a kdvetkezd egyenletet:
(2a —1)* + (2a + 1)* + (2a + 3)* = bbbD,
ahol a € N, b # 0 pedig szamjegy. A jobb oldal alakithato:
bbbb = 1111 -b = 11-101 - b.
A bal oldalon a zarojeleket felbontva és a tagokat 6sszevonva kapjuk, hogy:
12a® + 12a + 11 = 11-101 - b.

Mivel a jobb oldal oszthato 11-gyel, ezért a bal oldal is: 11 | 12a® + 12a + 11, amib6l kovetkezik, hogy 11 | 12a* 4 12a.
Mivel (11,12) = 1, ezért innen 11 | a® + a kovetkezik. Mivel a® +a = a(a+1), ezért vagy a, vagy a+ 1 a 11 tSbbszorose.
Azt is tudjuk, hogy f(a) := 124 + 12a + 11 értéke legfeljebb 9999, és hogy pozitiv egész a esetén f(a) szigortan
monoton nd.

Vizsgaljuk meg a szoba jovo eseteket. Ha a = 10, akkor f(a) = 1331. ha a = 11, akkor f(a) értéke 1594. Ha a = 21,
akkor f(a) értéke 5555, illetve ha a = 22, akkor f(a) = 6083. Ha a = 32, akkor f(a) mar Gtjegyt, tehat mas megoldas
nem lehetséges. Tehat a négyjegyi szam az 5555.

3. Az ABCD négyszog AB és CD oldala merdleges egymdsra. Az AC szakasz felezdpontja E, a BD szakaszé F'.
Bizonyitsuk be, hogy AB° +CD° = 4EF". (14 pont)
Megoldas. Legyen a DC és az AB egyenes metszéspontja O, és jelolje az O pontb6l az egyes pontokba mutatd
b+d
re ésf = % Mivelﬂ':f—e, igy

vektorokat a megfelel kisbetd. Tudjuk, hogy e = a

2
4@2_4@_@2_4(#_3;“) =(b+d-—a—c)’

Mivel bd, bc, ad és ac a merélegesség miatt 0, igy
(b+d—a—c)’ = (b—a)2+(d—c)2+0:/@2+@2.
Azt kaptuk, hogy 4E7'2 = zﬁ2 + @2, igy a bizonyitast befejeztiik.
4. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert:

T—y="1,

VB ymr Y=

(14 pont)



Megoldas. Hasznaljuk fel, hogy a® — b* = (a — b)(a® + ab+b?), és legyen a = /z, b = ¢/y. Ekkor 7 = a* + ab+ b
és ebbdl
7=a>-b=(a—0b)(a®+ab+b*) =(a—b) T,

vagyis a —b =1 6s igy a = b+ 1 kovetkezik. Ekkor a® = (b+1)® = b> + 1+ 3b(b+1). Az els6 egyenletbsl a® = 7+ b>.
A két egyenlet bal oldala megegyezik, igy a jobb oldaluk is egyenld:

b2+ 1+3b(b+1)=T7+0b°
amibdl
32 +30—-6=0, bV*+b—2=(b—1)(b+2)=0.
Ha b= ¢y =1, akkor y = 13=1,és 2 =741 =8, ami kielégiti az egyenletrendszert.
Ha b= ¥y = -2, akkor y = (=2)® = —8 és & =7 — 8 = —1, ami szintén j6 megoldas.

II. rész

5. Adott egy 14 cm sugari kérlap, melybdl kivigunk eqy korcikket, amely egy kip paldstja. Mekkora az igy kaphatd

legnagyobb térfogati kip, és milyen nagy ekkor a kiércikk kézépponti szoge? (16 pont)
Megoldas. Legyen a korcikk kozépponti szoge o (rad) (0 < a < 2m), a hozza tartozo iv hossza pedig k. Ekkor
ko «

_Na Y amibél k, = 14

5 147 27T,ammbo o

A kap magassaga legyen m, alapkorének sugara R. Alkotoja tudjuk, hogy 14. A kap alaplapjanak keriilete R- 27 =
ke, amibsl
ko lda  Ta
2 2 W

Felirva a Pitagorasz tételt a kip magassaga, alkotdja és alapkorének sugara altal alkotott derékszogi hdromszogre:

R? +m? =142 = 196, amibol
4902
m = /196~ B2 = /196 — 2
™

R?mm 47932 T 196 — 4?32 o, a?

V() egy nyilt intervallumon értelmezett fiiggvény, ezért ott lehet szélsGértéke, ahol a derivaltja O:

A kup térfogata:

3 2 2a

7
O:V/(oz):§ 2 4—%4—042-7”2

3
Mivel « # 0, ezért osztva 3 a-val, illetve a gydkos kifejezéssel szorozva a kovetkez6t kapjuk:
i

a2 a2
0=28n%—2a% — a? = 8n% — 302,

Ebbél (mivel o > 0)

8
a=\/=T.
3
Mivel a derivaltfiiggvényt pozitiv kifejezésekkel osztva és szorozva kaptuk a 872 — 3a? masodfoku fiiggvényt, igy
8
azok elGjele adott a esetén megegyezik. A méasodfoku fliggvény menetét figyelembe véve a derivaltfiiggvény o = 37

helyen pozitivbol negativba valt, igy az az eredeti fliiggvény maximumhelye. A térfogat ekkor

738 872 3.8 \/Z
V= oomfa- 3 = 2~ 1106,0145.
373" 72 9 "\3 :

6. A kosdrlabda mérkdzéseken a biintetddobdsok szabdlya a kévetkezd: a biintetdt végzd jdatékos kétszer vagy hdrom-
szor dobhat, minden kosdrral 1 pontot szerezhet, dsszesen legfoljebb 2-t. Eqy kosaras p > 0 valdsziniisséggel dob be egy
bintetdt.

a) Milyen p valdsziniség esetén szerez a jdtékos ugyanakkora eséllyel 1, illetve 2 pontot?

b) Irjuk fol tetszdleges p valdszintség mellett a biintetédobdsokkal szerzett pontok virhaté értékét. (16 pont)




Megoldas. Jelolje az X valtozo azt, hogy a jatékos hany pontot szerez.

a) 1 pontot ugy kaphat, ha a harom dobasbél kett6t kihagy, egyet bedob. Erre nyilvan harom lehet&sége van, tehat
P(X=1)=3(1- p)2p. Két pontot vagy tgy kaphat, hogy az elsé vagy a méasodik dobést kihagyja, a tobbit bedobja,
vagy pedig az els6 kett6t bedobja (és ekkor tobbet nem dob). Tehat P(X = 2) = 2p*(1 — p) + p* = p*(3 — 2p).
Ha a kettd egyenld, akkor:

3(1—p)’p =p*(3 - 2p).

Mivel p # 0, ezért oszthatunk vele, majd felbontjuk a zardjeleket:
3(1—-2p+p°) = p(3 —2p),
0=>5p2 —9p+3,
p— DEVBIZG0 9 VI

10 10

9—+21

Ebbél a nagyobbik gydk 1-nél nagyobb, tehat az egyetlen megoldas a p = 10

~ 0,4417.

b) Felhasznalva az a) pontban kapott értékeket:

E(X)=2-p*(3-2p)+1-31—p)’p+0-P(X =0) =
= 6p® — 4p® 4 3p — 6p* + 3p> = —p> + 3p.

7. A lakdsunk fitését biztosito gazkazdn elavult, sokszor javitdsra szorul, melynek kéltsége évente 15 000 Ft. Egy
U kazdan, amely hosszu ideig nem szorul javitdsra, 400 000 Ft-ért kaphato. Erdemes volna j késziléket vdsdrolni.
Erre két lehetdségiink van. Az egyik, hogy megtartjuk a régi késziléket, takarékoskodunk, és csak akkor veszink ujat
a jelenlegi dron (megfigyelésiink szerint minden évben kaphaté hasonld készilék ilyen dron), amikor dsszejon rd a pénz.
A bankndl havi 10 000 Ft befizetésével egy killon takarékszamlan gydjtjik a pénzt, amelyre éves 2% kamatot kapunk,
amit havonta jovairnak. Ebben az esetben azonnal megudsdroljuk a késziléket, amint a pénz rendelkezésre dall, de sajnos
minden megkezdett évben ki kell fizetnink a javitds kéltségét.

A masik lehetdség, hogy folydszamlahitelbsl meguessziik a késziléket. Ennek éves kamata 20,41%. A csalddi kéltség-

vetésbdl a kolcson torlesztésére évi 135 000 Ft-ot tudunk szdnni.
Melyik a szamunkra pénzigyileg kedvezdbb eset? (16 pont)

Megoldas. Ha félretessziik a pénzt, akkor n honap utan akkor tudjuk megvésarolni a késziiléket, amikor a 400 000 <

an_I 1 - 10 000 egyenl6tlenség teljestiil, ahol g = lf/m. Az egyenl6tlenség mindkét oldalat 10 000-rel osztva, majd
regdezve (g —1 >0, tehat nem fordul meg a relaciosjel):

40(g—1) < g™t -1,

40q — 39 < "1,
Mivel g > 1, ezért az x — log, x fliggvény szigortian monoton névekeds. Azaz

log,(40q —39) < n+1,
1n(40¢ — 39)

—1<n
Ingq

3

37,766 < n,

vagyis 38 havi befizetésre van sziikség, ami Gsszesen 380 000 Ft, a régi késziilék karbantartasi koltségével egyiitt
legfeljebb 440 000 F't.

Ha kolcsont vesziink fel, akkor évente 135 000 Ft-ot fizetiink be. Ha a 400 000 Ft-ot k év alatt kifizetjiik, akkor
a kovetkez6 egyenl6tlenség teljestil:
1,2041% — 1

4 -1,2041% < 1 .
00 000 - 1,2041% < 135 000 02041

Osztva 1000-rel és rendezve:
400 - 1,2041% < 661,4405 - (1,2041% — 1),

661,4405 < 261,4405 - 1,2041%,
2,529985 < 1,2041%,

In 2,529985

0T <,

In1,2041 —
4,9976 < k.

Tehat 5 évig kell fizetni a kdlesont, ami 6sszesen 5 - 135 000 = 675 000 Ft, ami joval tobb a 440 000-nél.



8. A mellékelt dbra egy vas kerités négy ismétlddd elemét mutatja oldalnézetbél. A hosszi elemek mérete 30 cm és
4 cm, az dket eqymdshoz kapcsolo négyzetek oldala 8 cm. Az fves elemeket kapcsolo négyzetek oldala 4 cm, a mellettik
megtaldlhato négyzet oldala 2 cm. Az ives elemek merdlegesen csatlakoznak o 4 cm oldali négyzethez és két kiriv
hatdrolja dket, melyek kézéppontja a négyzet csatlakozo oldalélének meghosszabbitisan van. A kisebb kor sugara 12 cm,
a hozzd tartozd v a 4 cm-es négyzet csiucsdndl indul és 60°-o0s kdozépponti szogd. A nagyobb sugari koriv a négyzet
oldaldnak kézéppontjandl kezdddik. A kerités teljes vasszerkezete 2 cm vastagsdgu, fiiggdlegesen négy, vizszintesen
huszonnégy ismétlddd elembdl dll.

LR
woooR R

a) Szdamitsuk ki az fves elemet létrehozd nagyobb sugari kor sugardt és a hozzd tartozd iv kézépponti szdégét.
b) Szamitsuk ki az ives elemek oldalnézetbdl lathatd teriletét.
g
cm? )
Megoldas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit. Tudjuk, hogy r1 = 12, AB = BD = 2. Mivel FO1M = 60°, ezért
m = 6V/3 és MO; = 6. Ez utobbibol

¢) Hdny kg vasra volt szikség a keritéshez? (A vas strisége 7,86 (16 pont)

DM:AOl—AD—M01:r1—4—6:2

kovetkezik.

a) Tudjuk, hogy

r9 = BOy = BD + DM + MO + 0105 =
:2+2+6+0102,
amib6l 0104 = ro — 10. Irjuk fel a Pitagorasz-tételt az F'M Oy haromszogre:

(6v3) + (6 4+ 0:10,)* =12,
363+ (rp —4)° =12,
124 = 8ro, ro = 15,5 cm.



Ebbdl pedig (felhasznalva, hogy 8 hegyesszog)

m 63
= arcsin — = arcsin —— ~ 42,10°.
15} rcsin - resin 55 ,

b) Az O; kozéppontt, r1 sugard, 60°-os kozépponti szogt korcikk teriiletét t1-gyel, az O2 kdzéppontt, ro sugari és
8 kozépponti szogl korcikk teriiletét pedig to vel jelolve egy ives elem teriilete:

T =[ti —trmo,n) — [t2 —trmo.n] =

60 6v3 -6 42,10 6v3(15,5 — 4
= — V3 ]_l ’ .157527T_M

360 2

— . 12%x

~ 2
= 1360 5 ~ 15,71 cm”.

¢) Egy hosszi elem és a hozza csatlakozo két ives elem és négy négyzet teriilete egyiitt 2-(15,71+2-2+4-4)+30-4 =
191,42 cm?. Mivel ebbdl osszesen 24 - (4 + 1) +4 - (24 + 1) = 220 darab van, ez egyiitt 220 - 191,42 = 42 1124 cm?.
A hosszu elemeket 6sszekapcsold négyzetek Osszes teriilete

(4+1)(24+1)-8-8=28000 cm?,

a kerités teljes teriilete oldalnézetbsl 42 1124 + 8 000 = 50 112,4 cm?.
A kerités térfogata tehat 2 - 50 112,4 = 100 224, 8 cm?®.

Mivel a vas stirtisége 7,86 %7 igy a kerités vasszerkezetének tomege
cm
100 224,8 - 7,86 = 787 766,928 g ~ 787,77 kg.

9. Egy tarsasjdték szabdlyos tizszog alaki tabldgjdt a kdvetkezd mdodon szeretnénk kiszinezni: 6t szin (piros, kék, zold,
sdrga, narancs) mindegyikét kétszer felhaszndlva a tiz cikket dgy szinezzik ki, hogy mindegyik szinpdr pontosan egy eset-
ben legyen egymdssal szomszédos cikk szine. Az abran egy jo szinezés lathato. (A tabla diszitett, ezért az elforgatdsokkal
és tikrozésekkel kapott szinezések kilonboznek egymdstol.)

piros
sarga kék
kék z6ld
narancs sarga
zold /| narancs
piros

a) Ha 6t szomszédos cikket mdr kiszineztink ot kilonbozd szinnel, akkor a tobbit — szintén minden szint egyszer
felhaszndlva — hanyféleképpen szinezhetjiik ki?
b) Adjunk példdt olyan szinezésre, ahol nincs eqymds mellett 6t kilonbozd szind cikk. (16 pont)

Megoldas. A szineket az egyszeriiség kedvéért jeloljiik az 1-t61 5-ig terjeds egész szamokkal. Egy cikket kitiintetve,
majd az 6ramutato jarasat kovetve irjuk le a szinezést. Az dbrdn lathatod szinezés pl. (1234513524).

a) A szinezés a kovetkezd: (12345xxxxx). Az 1-es mellé 3, 4 vagy 5 keriilhet.

L eset: a 3-as keriil oda, ekkor a szinezés igy alakul: (12345xxxx3). A 3 mellett csak 5 allhat, az 5 mellett pedig 1
vagy 2. A méasik 5 mellett is 1 vagy 2 allhat, az utolso6 szabad helyen pedig 4. Vagyis két ilyen szinezés van: (1234524153)
vagy (1234514253).

II. eset: a 4-es keriil oda. A 4 mellé csak 2 keriilhet, a 2 mellé csak 5. Az 5 mellé 1 vagy 3. A masik 4 mellé 5 keriil,
a maradék helyre pedig 3 vagy 1. A két lehetGség, amit kaptunk: (1234531524) vagy (1234513524).

III. eset: az 5 keriil oda, mellé¢ a 2 vagy a 3 mehet. Ha 2, akkor ezt az esetet kapjuk: (1234524135). Ha 3, akkor
ezt: (1234531425).

Ez 6sszesen 6 lehetGség.

b) Az a) részben hasznalt jeloléssel egy megfelels szinezés: (1231534524).



