I. rész

1. Milyen o valds paraméter esetén lesz a kovetkezd egyenletnek egqy megolddsa?

z2cosa+x + %sina

2 1
z 2

(11 pont)

2
Megoldas. A nevezSben nem allhat nulla, tehat x # :I:g. Egy tort akkor lehet nulla, ha a szamlaléja nulla,
vagyis

1
:E2cosa+:b+§sina20.

Ennek a masodfokt egyenletnek akkor lesz pontosan egy megoldasa, ha
a) Nem méasodfoku az egyenlet, vagyis a masodfoku tag egyiitthatoja nulla. Ekkor cosa = 0, azaz

a:g—i—kw (ahol k € 7).

Ekkor
T+ % sina = 0,
melyre
ap = il + 2km esetén x1 = —%,
g = g—ﬂ +2km  esetén 1z = l
2 2

b) Masodfoku az egyenlet (cosa # 0), s ekkor az egyenlet diszkriminansa nulla. Ebb6l
1.
1—4-c0sa~§s1noz:0,

vagyis sin 2a = 1 ad6dik. Ennek gyokei o = % + Im, ahol | € Z. A paraméter ezen értékei azonban nem felelnek meg

2 5 2
a feltételeknek, hiszen o = g esetén r = —g, a= IW esetén r = % adodik.
Tehat az egyenletnek csak o = g + k7 esetén lesz egy valos gyoke.

2. Ovodis kori kisocsénk a jaték rulett-zsetonokat haszndlja toronyépitésre. Az elsé korongoszlop mellé magasabbat
dllit, majd a kévetkezdket ugyanannyival noveli, mint o kordbbiakat. Igy egy lépcsds toronysorozatot hoz létre mackd-
janak.

a) Milyen sorozatot alkotnak a tornyok magassdgai?

b) Az elsd toronytol kezdve csoportositsuk a tornyokat hdrmasdval. Igazoljuk, hogy a hdrmas csoportokban szerepld
tornyok magassagainak osszege szamtani sorozatot alkot.

¢) A sorba rendezett tornyok elejérdl kisicsénk elvett n darab tornyot, majd megszamoltatta velink, hogy hdny
zsetonja van dsszesen. Ezutdn elvett még n db tornyot, s ismét megkérdezte, hogy az eldzdvel egyiitt most hdany zsetonja
is van. EbbGl a két adatbol meg tudnank-e mondani, hogy még n tornyot elvéve, hdny zsetonunk is lesz az eldzékkel
eqyiitt? (12 pont)

Megoldas. a) Mivel a szomszédos tornyok magassagai ugyanannyival névekednek, ezért szamtani sorozatot alkot-
nak. (Ez a szamtani sorozat definicidja.)

b) Jelolje az a)-beli sorozat altalanos tagjat a,, differenciajat pedig d. Ekkor az 1j sorozat egy altaldnos elemét igy
irhatjuk fel:

bp = asp_o+ asp_1+ aszp =3 - as, — 3d = 3a; — 6d + n - 9d.
Ebbdl kiolvashaté a szamtani sorozat definicidja, a 9d-s dllandd novekedés. Vagy igazolhatjuk az allitast a
2b, = bp—1 + by, 2(3 s a3y — 3d) = (3a3n - 12d) + (3a3n + 6d)

Osszefiiggéssel is.



¢) Legyen

Sn:b:w.n:alww,
2 2n — 1)d 2n — 1)2nd
S%:c:%.zn:zalﬁ%,
2 -1 -1 .
. a1 + (3n )d’3n:6a1n+(3n )3nd:3a1n+9n nd_3ﬂl.
2 2 2 2
Ekkor
b +3n-nd nd
c—b=an -
aj 2 25

amirdl lathato, hogy éppen az ss, harmada. Tehat sz, = 3(c —b).

3. Az A halmaz elemei olyan 100-ndl kisebb pozitiv a egészek, melyekre sin(a - 10°) = 0,5. A B halmaz elemei
a 100-ndl kisebb hattal oszthato természetes szamok.

a) |A] =7 |B| =7
b) Definidljuk a C halmazt a kivetkezéképpen: C := {1;2;3;6; A}, ahol az A halmaz a C eleme. |C \ B| =7
¢) Hdny pdros elemd részhalmaza van C-nek? (14 pont)

Megoldas. a) A sin(a - 10°) = 0,5 egyenlet megoldasai
a-10°=30°+ k- 360°, illetve a-10° = 150° + [ - 360°,

melyekbdl a 100-nal kisebb a értékek a 3, 39, 75, illetve 15, 51, 87. Tehat |A| = 6.
A B halmaz elemei: 0,6,12,...,96. Tehat |B| = 17.
b) C'\ B ={1;2;3; A}, tehat |C \ B| = 4.

5 5 5
¢) Az ot elemi C halmaznak a paros elemii részhalmazai a 0, 2, illetve 4 elemtiek. Ezekbdl rendre <0>’ <2>, ( 4)

van, ami 6sszesen 1 4+ 10+ 5 = 16 darab.

4. A Balaton valdsaghd modelljét szeretnénk elkésziteni. Az adatok szerint a Balaton hossza 77 km, felszine 594 km?,
datlagos mélysége 3,6 m, legmélyebb pontja 11 m.

a) Hdny centiméter mélyen lesz a modellink legmélyebb pontja a felszinhez képest, ha annak hossza a terepasztalon
1 m?

b) Mennyi a modellink léptéke (méretardinya)?

¢) Hdny centiliter viz kell a modellhez, ha azt valdban vizzel szeretnénk feltolteni?

d) A Balatont egy helikopterrdl fentrdl is megtekintjik, hogy ldssuk, mennyire hasonlit a modellinkre. A to két
legtavolabbi, egymdstol 77 km-re lévd pontjat nézzik hossztengelyére merdlegesen, kozéppontja felé repiilve. 4 km ta-
volsdgban, 900 m magasrdl mekkora szégben latjuk a tavat? (14 pont)

Megoldas. a) A megfelel§ hosszusagok aranyat felirva

h 1m 1m 11

m
= = ibsl h=——~0,014 6dik.
Mm~ 7km  77000m *mibo 77000 - %0143 em - adodi
1
b) Az el6z6 részben felirt megfelels hosszusagok aranya a hasonloség ardanya: A = ———. Tehat a lépték 1 : 77 000.

77000
¢) A Balatonban V = 594 - 10° - 3,6 (m®) viz van. A modellben V' = X3 .V ~ 0,468 cl viz van.

d) Legyen a Balaton két legtavolabbi pontja A és B, a kozepe F. Az AB szakaszra merdlegesen érkezd helikopter
a 0,9 km magasan 1évé H pontbol nézi az AB téavolsidgot, a H pont meréleges vetiilete a Balaton sikjara H L. A feladat
az AH B< sz6g meghatarozasa.




Az FHHL A derékszogi, igy
FH = /42 40,92 = 4,1 km.
®

. _FB i o
FH1FB, és igy tg 5 =T tehat ¢ ~ 167,84°.

II. rész

5. Egy bank a kévetkezd ajanlattal kivdnja tdgyfelei kdrét boviteni: aki a megadott hatdriddig pénzét dathozza a fiokba
fél éves lekitéssel, az elsd hat honapban évi 5% kamatot kap. Az apro betis részt elolvasva megtudhatjuk, hogy fél év
utdn havi lekétéssel, évi 1,5% kamattal marad a fickban a pénziink. (A havi lekités azt jelenti, hogy amennyiben eldbb
vessziik ki a pénziinket, a teljes kamatot elveszitjik a csonka honapra.) 1 millid forintot teszink be a bankba. Ezen
feltételek ismeretében vdlaszoljunk a kévetkezd kérdésekre:

a) Mennyi pénziink lesz fél év maulva?

b) Mennyit kamatozott egy év alatt a betett 1 millié forintunk?

¢) Kordbbi bankfickunkban hagyva a pénzinket évi 2%-o0s a kamatot kapndnk havi lekités mellett. Legfeljebb mennyi
iddre éri meg dthozni a pénzinket az uj helyre? (16 pont)

Megoldas. a) Fél év alatt 5% kamattal kell szamolni, de nem a teljes évre, csupan feleannyi idére. Igy 1000000 -

(1+ 0,05)%, vagyis egészre kerekitve 1024 695 Ft-unk lesz.
b) A teljes évre a kamat:

1 1
(1+0,05)2 - (140,015)2 ~ 1,0324,

tehat kb. 3,24% a kamat a teljes évre.

(A maésodik félévben mar csak 1,5% volt a kamat, igy 1024695 - (1,015)% ~ 1032 352 forintunk lett.)

b) A feladat megallapitani, hogy hany évre érdemes adthozni a pénziinket a feltételeknek megfelelGen. (Feltételezziik,
hogy a két bank egyéb koltségei nem kiilonboznek, és igy csak a hiiségidén mulik, hogy érdemes-e &tmenni egyik bankboél
a masikba.)

1 1
1000000 - 1,02 = 1000000 - 1,052 - 1,015"2,

1

1,02\" [ 105)\2

1,015)  \1,015/) ~’

lln 1,05
nzwz&%_

In (%)

Tehat kb. harom és fél évnél kevesebb idStartam esetén megéri athozni a pénzt az Gj feltételeknek megfelelGen. (Vagyis
hosszabb id6re nem éri meg athozni a pénziinket.)

6. Ugorjunk mdsfél évet. Az egyetemek 1ij eldirdsa miatt a 2017-es érettségin igen sokan vdlasztottdk a matematikdt
emelt szinten. 10%-uknak 90% feletti lett az eredménye.

a) Az emelt szinten érettségizd didkok kézil véletlenszerien megkérdezve 10-et mekkora annak az esélye, hogy kéziilik
pontosan ketten 90% feletti érettségit tettek?

b) Internetes felmérésen 100 didkot kérdeztek meg véletlenszerien az emelt szinten érettségizék kozil. Mekkora
a valdszindsége, hogy legfeljebb 2-en vizsgdztak 90% feletti eredménnyel? Es annak, hogy a 100 megkérdezett didkbol
legfeljebb ketten vannak azok, akiknek nem sikerilt 90% felett az eredményiik?

¢) (Az emelt szinten tilmutato kérdés.) Az OH statisztikdjaban kutakodunk. A 40000 emelt szintd vizsgdzo eredmé-
nyét tekintve 90%-o0s biztonsdggal hdny 90% feletti eredményes vizsgdzdra szamithatunk? (16 pont)

Megoldas. a) Az érettségizék nagy szama miatt binomiélis eloszlassal szamolhatunk. A visszatevéses urna-modell
szerint 0,1 val6szintiséggel véalaszthatjuk ki a 90% feletti tanulokat, s a maradék nyolcat 0,9 valoszintiséggel. Ezen

10
tanulokat pedig < 9 )—féleképpen valaszthatjuk ki. Eszerint

10
P(X =2)= (2> -0,9%-0,1% ~ 0,1937.

Tehat kb. 19,37% annak az esélye, hogy pontosan két 90% feletti eredmény tanulét talalunk az adathalmazban.



A

0 5 10

(A grafikonrdl jol latszik, hogy a legnagyobb esélye annak lenne, hogy egy tanuldt taldlunk, aki a feltételnek
megfelel.)

b) Annak az esélye, hogy legfeljebb két 90% feletti eredményt nyujté didkot talaljunk, azzal egyezik meg, hogy
pontosan ketts, vagy pontosan egy, illetve egy ilyen didkot sem taldlunk a 10 tanulé kozott.

2
P(X<2)=P(X=0)+ P(X = 1)+ P(X =2) =} (19(’) 10,9101 .0 17 ~
1
=0

~ 0,000 027 + 0,000 295 + 0,001 623 = 0,001 945.

Tehat annak az esélye, hogy legfeljebb két 90% feletti eredményt ir6 tanulét talalunk, kb. 0,19%, kozel nulla. (Ez
a lenti grafikonon is jol leolvashato, a gorbe bal széle.)

0,14 1
0,121

0171
0,08+
0,06+
0,04 |
0,02 |

Aunnak az esélye, hogy legfeljebb két olyan didkot talaljunk, akiknek nem sikeriilt 90% felett az érettségijiik, meg-
egyezik azzal, hogy 0, 1 vagy 2 ilyen didk van.

P(YS2)—P(Y—O)+P(Y_1)+P(Y_2)_z2:<1(;0

) -0,1100=%. 0,97 ~ 0.
1=0

¢) A feladat szerint nem szeretnénk nagyon hibazni, 90% biztonsaggal akarjuk meghatarozni azon vizsgazok sza-
mat, akik 90%-nal jobban teljesitettek. A kérdés tehat az, hogy legfeljebb hany ilyen tanuléra szamithatunk 90%-os
biztonsaggal.

Az el6z6 grafikonokbol is jol latszik, hogy eszerint azt az n értéket keressiik, melynél kisebb n-ekre az oszlopok terti-
lete a teljes grafikon teriiletének 90%-a lesz. Ez a szamitas binomiélis eloszlassal legfeljebb szamitogép segitségével (pl.
GeoGebra — 1d. a GEOMATECH! oldalan 1évé statisztikai feladatokat) lenne elvégezhetd, igy kozelitsiik eloszlasunkat
normalis eloszlassal.

0,14+
0,121

0171
0,08 1
0,06 +
0,041

0,02+
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Az eloszlas varhato értéke F(X) = 0,1 -40000 = 4000, szorésa

D(X) =+/0,1-0,9 - 40000 = 60.

A normalis eloszlashoz a gorbénket transzformélnunk kell, hogy a jol ismert Gauss-gorbét megkapjuk ( f(x)

1 z?
e 2 ):
V2T

1. toljuk el a maximumaét az y-tengelyhez (F(X)-szel valo eltolas);

2. alakitsuk ugy at, hogy teriilete 1 legyen (osszuk D(X)-szel ,beliil”, hogy mer&leges affinitést hajtsunk végre az
z-tengely irdnyaban).

f(x) o(z) g L — 4000
T 60
/\\10% \\071
1000 L m Z e

Ekkor a gorbe alatti integralas lenne a feladatunk, de ,szerencsére” a fiiggvénytablazat ®(Z)-tablazatat hasznalva
visszakereshetjiik, hogy milyen x abszcisszaig integralva lenne a gorbe alatti teriilet 0,9:

- L — 4000

Tehat elegendd legfeljebb 4077 tanulét mondani, hogy 90% biztonsaggal eltalaljuk, hogy hanyan irtdk meg 90%-nal
jobban a dolgozatot.
7. Adott a valds szamok halmazan értelmezett [ fiigguény:

x
a) Abrazoljuk a fiigguényt a 1—1;2]\ {1} intervallumon.

b) Adott a g(x) = 2z fiigguény. Mi lesz az [ o g figgvény értékkészlete a ]—1;2] intervallumon?
¢) Hatdrozzuk meg az f fiigguény inverzét a |—1; 1] intervallumon, s dbrazoljuk az f~' figguényt.

(16 pont)
Megoldas. a) A fiiggvény abrazolasahoz bontsuk fel az abszolutértéket:
1 -1 -1
r v :$+ + = +1, hazxz <0, z# -1,
fix 1—-(—2) 142 =z+1 z241 z+1
) x r—1+4+1 -1
=— = -1, haz >0, z #1.
1—-2z z—1 rz—1

Ezekrol az alakokrol jol leolvashatok a fiiggvénytranszforméciok. A megfelels intervallumokon abréazoljuk a fiigg-
vényeket (1. dbra).

1. dbra

Inttp: //tananyag.geomatech.hu/.



b) Az f(x) — f(2z) fiiggvénytranszformacioé egy x tengely irdnya merdleges affinitdsnak felel meg (z tengely
irdnyaban torténé zsugoritas, 2. dbra).

Y
1,,

~1 1 2 @
2. dbra

Termeészetesen ezt is meggondolhatjuk az abszolutérték bontasanak segitségével:

2 x —% 1
= = 1, haz <0, -=,
1= (22) I3z azil 0 a7 TF =3
frx % ~1 1
-2 haz >0 -
1—2z z-2 © aw=20, 277

Abrazolas nélkiil is, az el6z6ek alapjan, lathato, hogy a fiiggvény értékkészlete a teljes valos szamhalmaz.
c¢) A figgvény a ]—1; 1] intervallumon kolcsénosen egyértelmi hozzarendelés, igy invertalhato.
x < 0 esetén:

= oY =Y N 1
V=15 T 1ty LI
x > 0 esetén: )
Ty Yy -
4 11—z * 1—y 4 z+1 +
A vastagon abrazolt rész a kért ]—1; 1] intervallumon értelmezett fiiggvény.
Y
1
1 @

8. Lakdsunk nappali szobdja hatszdg alaki, melynek oldalai rendre AB = 3,4, BC = 2,3, CD = 2,3, DE = 2,3,
EF = 3,4, valamint FA = 3,7 méteresek. Az AB és a BC, valamint a DE és az EF oldalak merdlegesek eqymdsra.
A szoba parkettdzdsdhoz szeretnénk megdllapitani az alapteriletét, melyet kétféleképpen tesziink meg.

Mi megmérjik a szoba AD dtlgjat, melyet 4,8 méteresnek taldlunk, mig fiaink a szoba F csicsdandl lévd szoget
hatdrozzdk meg, melyet 120°-nak mérnek. A hosszusdgot 5 cm-es pontossdggal, mig a széget 5°-o0s pontossdggal tudjuk
eszkozeinkkel megmondani.

a) A sz0g vagy a hosszisdg relativ hibdja nagyobb?

b) Mekkordk a teriletek a két esetben?

¢) Mennyire pontosan ismerjik a két esetben az AD dtlot?

d) Melyik mérést fogadjuk el inkdbb? (16 pont)
— R 0,05
Megoldas. a) Tudjuk, hogy a hosszusag abszolut hibaja: H(AB) = 0,05 m. A relativ hib4ja: R(AB) = 4’ g~ 0,01,
5 )
vagyis kozelit6leg 1%. A sz0g esetén: H(AFE<) =5°, R(AFE<Q) = T2 0,04, ami 4%. Tehat a szog relativ hibaja

a nagyobb.
b) Készitsiik el a szoba vézlatrajzat. Az dbrdn lathato c oldalt Pitagorasz-tétel segitségével szamithatjuk ki:

c=1/2,32 + 342 ~4,1.



2,3

F 34 E

Az els6 esetben a ABC és DEF haromszogek teriiletét két befogojuk segitségével, mig a két belsé haromszog
teriiletét Heron-képlet segitségével hatarozhatjuk meg:

2,334
2

T=2- ++4/5,6-0,8-33-1,5+

+1/6,3-2,6-2,2- 1,5~ 19,88 m?.
A maésodik esetben az « sz6g segitségével hatarozzuk meg AD hosszusagat (koszinusz-tétel). Az F'ED haromszogben

2,3
tg B = 3’4, amibdl B ~ 34,08°.

AD = /3,72 +¢2—2-37-¢-cos(a — 3) =~ 5,33.
Ezutan a teriileteket hasonloképpen hatarozhatjuk meg:
2,3-34
2

T =2 +/5,1-1,27-2,8 -1+ ,/8,815-1,715- 2,115 - 1,985 ~ 18,38 m*.

¢) A hosszmérést +5 cm hibaval végezhetjiik, ezért 475 cm < AD < 485 cm, a szdggel valo szamolasnal 530 cm-t
kaptunk, tehat biztosan sokkal pontatlanabb ez az adat.

d) A két esetben — a hibaszamitas tekintetében — azonos miveletsorozatokat hajtunk végre az AD atlon, igy
a méasodik esetben nagyobb hibaval ismerjiik a teriiletet, mint az elsében.

9. A mérndkok eqy gépkocsi mozgdsdt figyelték miszerek segitségével négy mdsodpercen dt. A pillanatnyi sebességek
(m/s-ban) mért adataira a szdmitégép a kévetkezd figguényt illesztette:

v(t) = 2,5t3 — 16t> + 33t + 5.

a) Mekkora sebességre gyorsult fel az autd az elsé mdsodperc végére?
b) A sebességudltds pillanatdban nem gyorsult az auté. Mikor volt ez?
c) A gépkocsi pillanatnyi fogyasztdsdt (centiliterben mérve) a kévetkezd figguény irja le:

F(t)=2-10"2- (v/(t) + 50t).
Hdny centiliter izemanyag fogyott az elsd két mdsodperc alatt? (16 pont)

Megoldas. a) Az els6 masodperc végére
v(t) =2,5-1°—16-12 +33-1+5=24,5 (m/s),

azaz 88,2 km /h sebességre gyorsult fel.

b) Amikor az aut6 nem gyorsul, akkor a At id6 alatti sebességvaltozasa nulla. Ezek szerint a sebesség derivaltjanak
nullahelyét keressiik.

V() =751t —32-t+33=0.

Ennek nullahelyei ¢; = 1,745 s-nél, illetve to = 2,522 s-nal vannak. Ekkor nem gyorsult az autd, tehat ekkor lehettek
a sebességvaltas pillanatai. (Ehhez automata sebességvaltot lehet elképzelni, mellyel a Forma-1 pilotéi versenyeznek.)

¢) A megadott fliggvény a gépkocsi pillanatnyi fogyasztasat adja meg. Az els6 két masodperc alatt a gépkocsi
fogyasztasat ennek a fiiggvénynek a [0; 2] intervallumon vett hatarozott integralja adja meg.

/2 F(t)dt = /2 2-107%- (v/(t) 4+ 50t) dt =

0

2
:/ 2-1072- (7,5t — 32t + 334 50t) dt =
0

#3 12 2
=2-1072|7,5— 4+ 18— +33t| = 2,44 (cl).

3 2 0



