LA matematika a fizika része. A fizika kisérleti tudomdny, a természettudomdny része. A matematika a fizikdnak
az a része, amelyben a kisérletek olcsok.” E mondatokkal kezdte a matematika tanitasarol szolo elGadaséat (lasd [3])
a 20. szazad egyik zsenialis matematikusa, Vlagyimir Igorevics Arnold (1937-2010), aki a fizikai intuiciét a matematikai
gondolkodas nélkiilozhetetlen elemének tekintette (egyedi latasmodjarol barki képet kaphat az idézett elGadasabol,
illetve a magyarul kozépiskolai szakkori flizetként megjelent [2] konyvecskéjébdl). Bar Arnold iménti kijelentése kissé
merésznek tlnik, annyi mindenesetre bizonyos, hogy szamos, tisztan matematikainak latszé eredmény mogott valéjaban
a jozan ész szamara teljesen vilagos és természetes fizikai elvek bajnak meg. Ezek a rejtett gondolatok gyakran roppant
varatlan helyeken bukkannak fel — a [7] konyv példaul egy egész sereg megleps Osszefiiggésre vilagit ra —, és gyonyord
megnyilvanulasai a két tudomanyteriilet egymashoz vald szoros kotédésének.

Jelen irasunk célja is éppen az, hogy egy szép és talan kevéssé ismert példajat mutassuk annak, ahogyan egysze-
ri fizikai meggondolasok matematikai dlruhat 6ltenek. Mindossze ellenéllasokat kell megfelel6 modon Gsszekapcesolni,
és rogton nevezetes egyenlGtlenségekhez jutunk, mint példaul a szamtani és harmonikus kozepek kozotti egyenldt-
lenség, a Milne-egyenl6tlenség, amely egy KoMal feladat megoldasaban is szerephez jutott, valamint a Minkowski-
egyenl6tlenség egy speciélis esete. Cikkiinkben az emlitett egyenl&tlenségeket elGszor ellenallds-halozatokbeli fizikai
megfontolasok segitségével ,bizonyitjuk”, majd matematikailag is igazoljuk, kdzben pedig a torténeti hatteriikrsl szin-
tén szot ejtiink. Mindvégig csupan elemi eszkozokre tamaszkodunk, nagyrészt matematikara, az elején egy kis fizikaval
flszerezve. Néhany eredményt feladat formajaban fogalmazunk meg és tiziink ki, ezzel elGsegitve a téméaban vald
elmélyiilést. Kezd&djon tehat a kaland.

1. Bemelegités: diohéjban az eredd ellenallasroél

Mielstt ratérnénk az egyenlGtlenségekre, elevenitsiik fel, hogy mit tanulunk a fizikaéran ellenallasok soros és parhu-
zamos kapcsolasa esetén az eredé ellenallasrol. Aki tgy érzi, hogy mindenre emlékszik, vagy még frissek az ismeretei,
az (els6 olvasaskor) nyugodtan ugorjon a kévetkezs szakaszra.

Ha egy U fesziiltségi dramforrasra az Ry, R, ..., R, ellendllasokat sorosan kapcsoljuk az 1. dbrdn lathaté modon,
akkor mindegyik ellenallason ugyanakkora I aram folyik keresztiil, az aramforras fesziiltsége azonban megoszlik az
ellenallasokon, méghozza Kirchhoff huroktorvénye alapjan

(1.1) U=U,+Us+...+U,,

ahol U; az i-edik ellenallasra es6 fesziiltség. Mivel Ohm torvénye szerint U; = R;-1 és U = R, - I, ahol R, jel6li az eredd
ellenallast, amellyel az n darab ellenallas helyettesithets, ezért az (1.1) Osszefliggés alapjan Rel = RiI+Rol+.. .+ R, 1.
Kovetkezésképpen

(1.2) Re=Ri+Ro+...+ Ry,

tehét soros kapcsolds esetén az eredd ellenéllas az egyes ellenallasok Gsszege.
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2. dbra. Ellenallasok parhuzamos kapcsolasa

Ezzel szemben, ha az Ry, Ro, ..., R, (nem nulla) ellenallasokat a 2. dbrdnak megfelel6en parhuzamosan kapcsoljuk
az dramforrasra, akkor az egyes ellenallasokra ugyanakkora U fesziiltség esik, viszont kiilonb6z6 nagysagua I1, Iz, ..., I,
aramok folynak rajtuk keresztiil, amelyek 6sszege Kirchhoff csomoéponti torvénye szerint éppen az aramforrason atha-
lad6 dram nagysaga: I = I1 + Is + ... + I,,. Ekkor ismét Ohm torvényét alkalmazva
U U U U

R—e:R—1+R—2++R—n,



igy

1 n 1 T 1
R. R Ry '~~~ R,
vagyis parhuzamos kapcsolas esetén az eredd ellenallas reciproka az egyes ellenallasok reciprokainak 6sszegével egyezik
meg. Az eredd ellenéllas tehat az egyes ellenéllasok reciprokosszegének reciproka, vagyis az Ry, ..., R, pozitiv szdmok
harmonikus kdzepének n-edrésze:
1
(1.3) R, =

1 1 1 -
"W R T TR,

(A késtbbiekben — tobbek kozott tipografiai és esztétikai okokbol kifolyolag — néhol reciprok helyett (—1)-edik hatvanyt
fogunk irni.)

1.1. térténeti megjegyzés. Erdekességképpen megemlitjiik, hogy Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887) az egy-
kori poroszorszagi Konigsberg (mai nevén Kalinyingrad) varosaban sziiletett, majd tanult, és 1845-ben egyetemistaként
fogalmazta meg a hurok- és csoméponti torvényt. A varos hidjait bejard sétarol szol a kozépiskolasok korében is bi-
zonyéra jol ismert konigsbergi hidak problémaja, amelyet a svajci Leonhard Fuler (1707-1783) oldott meg 1736-ban
— innen ered az Euler-séta elnevezés is —, és inditotta el ezzel a grafelmélet fejlédését.

2. Rayleigh monotonitasi térvénye

Az el6z6 szakaszban atismételt Osszefiiggések mellett az eredd ellenéllassal kapcsolatban sziikségiink lesz még egy
észrevételre, amelyet gyakran Rayleigh monotonitasi elveként vagy torvényeként emlegetnek — a valtozatossag kedvéért
mi is mindkét megnevezést hasznalni fogjuk.

2.1. elv (Rayleigh monotonitasi elve/torvénye). Ha ellenéllasok egy halozataban valamelyik ellenallast noveljiik,
akkor a halozat eredd ellenallasa nem csokkenhet; valamely ellenéllast csokkentve pedig az ereds ellenallas nem ndve-
kedhet.

2.2. térténeti megjegyzés. Az elvet a késébb Nobel-dijjal kitiintetett angol fizikus, John William Strutt (1842—
1919), ismertebb nevén Lord Rayleigh 1871-ben hangtani vizsgalodasai soran hasznalta. Ennek segitségével adott
also és fels6 becslést kiilonbozé elektromos vezetSk ellenallasara. Rayleigh modszerére a kivalé skot fizikus, James
Clerk Mazwell (1831-1879) a Tanulmény az elektromossagrol és magnességrdl cimi, 1873-ban megjelent — az azota
a nevét visel6 Maxwell-egyenletek els6 alakjat is tartalmazo — hires miivében is hivatkozik. Mindketten tgy fogalmaztak
az elvet, hogy ha egy vezetd valamely részének ellendllasat megvaltoztatjuk, és a tobbi részt valtozatlanul hagyjuk,
akkor az egész vezetG ellenédllasa nd, ha a rész ellenallasat noveltiik, és csokken, ha csokkentettiik (lasd Maxwell
[8] mivének 353-354. oldalait).

Rayleigh torvénye minden bizonnyal sokak szdméara nem igényel magyarazatot, szemléletesen teljesen vilagos vagy
legalabbis hihets. Az mindenesetre biztos, hogy az 1. és 2. dbrék halozatai esetében érvényes, hiszen konnyen lathato,
hogy az eredd ellenallast megado (1.2) és (1.3) kifejezések barmely R; ellenallas novelésével névekednek.

Valészintileg sokkal latvanyosabb Rayleigh torvénye, ha aramkorok helyett példaul vizvezeték-halozatra gondolunk,
amelyben egy szakasz lesziikitésével a rendszerben adott idGegység alatt atfoly6 viz mennyisége nem novekedhet. Ennél
még meggy6zSbb lehet, ha esziinkbe jutnak a kiilonb6z6 uthalézatokon kialakulé torlodasok, amelyek egy-egy utszakasz
lesziikitése vagy lezarésa kovetkeztében alakulnak ki. Aki az el6bbi szemlélteté példak ellenére tovabbra is — és talan
nem alaptalanul — kételkedik, annak Maxwell véleményét ajanljuk a figyelmébe (lasd Maxwell miivének korabban
idézett oldalait), amely szerint ,Ez az elv magdtdl értetddének tekinthetd ... "

Természetesen matematikailag semmilyen szemlélet, intuicié vagy akar egy zsenialis tudoés kijelentése nem bizonyito
erejld, de ez szdmunkra most nem is lényeges, hiszen a késébbiekben az elvet éppen az eredmények intuitiv megsejtésére
szeretnénk hasznalni, nem pedig bizonyitasra (és emiatt remélhetSleg az is megbocsajthato, ha ebben a fizikarol
sz0l0 részben a szemléletesség érdekében néhol esetleg kevésbé egzaktul fogalmaztunk a kelleténél). Annyit azért
mindenképpen érdemes hozzafizniink, hogy Rayleigh torvénye valdjaban levezethetd egy masik fizikai elvbél, amely
szerint egy adott halozaton atfolyd egységnyi aram az Gsszes lehetséges athalado egységnyi aramok koziil a minimélis
energiaveszteséggel jaro. Ezt az elvet szokas az ir fizikus, William Thomson (1824-1907), ismertebb nevén Lord Kelvin
nevéhez kétni. Mindezekr6l bévebben olvashatunk az [5], [7] kdnyveknek a monotonitasi elvrél szolo fejezeteiben.

Végiil megemlitjiik, hogy a monotonitasi torvény kozlekedési halézatokkal valé illusztracidja egyaltalan nem léghdl
kapott, ugyanis az elektromos halézatok és az agynevezett véletlen bolyongasok elmélete — amelyben egy elagazasban
a véletlen hatarozza meg a tovabbhaladas irdnyat — szoros kapcsolatban all egymassal (err6l b6vebben olvashatunk
a kivalo és nagyrészt kozépiskolasok szamara is érthets [5] konyvben).

3. A szamtani és harmonikus k6zép egyenl6tlensége



Ennyi fizikai bevezetd utan térjiink most ra a matematikara: milyen eredményeket nyerhetiink az elektromos ellen-
allasokra vonatkozo ismereteink segitségével? Meglep6 méddon a szdmtani és a harmonikus kozép kozotti egyenlétlenség
egyszertien ,kipottyan” Rayleigh monotonitasi torvényébdl.

Ry Ry Ry Ry

(a) Nyitott kapcsold (b) Zart kapcsold

8. dbra. Szamtani és harmonikus kézép elektromos halozatokban

Tekintsiik ugyanis a 3. dbrdn lathato kapcsolasi rajzokat: kétféle sorrendben sorosan kapcesolt Ry és Ry ellenallasokat
parhuzamosan kapcsoltunk, és a két dgat egy kapcsoléval kotottiik Gssze, amely elGszor nyitott, aztan zart allapot-
ban van. Szamitsuk ki mindkét esetben a halézat ereds ellendllasat a kapcsold belsd ellenallasét elhanyagolhaténak
feltételezve. Nyitott kapcsold esetén az egyes dgakban az ereds ellenallds Ry + Ro, igy a rendszer eredd ellenallésa

1 _R1+R2
= 5 .

ngitott — - -
R1+R2 + Ri+R2
Zart kapcsold esetén az ellenéllas-halézat egyenértékd a 4. dbrdn lathaté rendszerrel, amelyben sorba van kapcsolva
két komponens, mindegyikben parhuzamosan kapcsolt R; és R ellenalldsokkal. Ekkor mindkét komponens ereds

ellenéllésa (Ry' + Ry 1)71, ezért a rendszer eredd ellendllasa

Rzért _ 2
e -1 1

BT R

Es most jon a csavar. Rayleigh monotonitasi torvénye alapjan a kapcsolé zarasaval a halézat ellenallasa nem novekedhet,

hiszen nyitott dllapotban a kapcsol6 ,végtelen ellendllasi”, mig zaras utan az ellenallasa nulla — a kozlekedési halézatos

példaval élve, a varos egy eddig felajitas alatt allo utjan megindulhat a forgalom. Ebbél kivetkezsen RUYItO!t > Reart

azaz

R1—|—R2> 2

(3.1) Z 7 T
2 TR

ami éppen az R, Re pozitiv szdmok szadmtani és harmonikus kézepei kézotti egyenltlenség.

Ry Ro

4. dbra. Zart kapcsolo esete atrajzolva

Ahogy korabban, most is hangsulyozzuk, hogy az iménti érvelés nem bizonyitas, hanem inkabb egy fizikai elv
latvanyos megjelenési forméja (vagy akinek jobban tetszik, tekinthet a matematikai eredményre tgy, mint az elv egy
specialis esetének bizonyitasara). Természetesen a (3.1) egyenl6tlenség jol ismert, és egy korrekt igazolasat nyerjiik
az alabbi egyszerten ellendrizhet azonossag segitségével, amelybdl az egyenlGség feltétele, nevezetesen Ry = Ry is
azonnal kovetkezik:

Ry + Rs 2 (Rl - R2)2

(3.2) _ - ,
2 ET £ 2R+ k)

Jegyezziik meg azt is, hogy a (3.1) egyenl6tlenség pozitiv szamokra egyenértéki a szamtani és mértani kézepek egyen-
16tlenségével, hiszen mindkét oldalnak az (R; + R2)/2 kifejezéssel vald szorzasa utén az

Ri + R»)?
%ZRle

alakot olti, ahol az egyes oldalakon éppen a megfelel§ kozepek négyzete all.

Dacara annak, hogy a szdmtani és harmonikus kozepek kozotti egyenlGtlenség el6bbi ,bizonyitdsa” igen megleps
és szellemes, mégsem terjedt el igazan a matematikai kdztudatban. Bar a gondolatmenet altaldnositdsa mar 1960-ban
megjelent (a torténeti hatteret lasd részletesen a 7.11. megjegyzésben), mégis viszonylag kevés olyan helyen tesznek
emlitést rola, amely széles olvasokozonségnek szol (angolul a [7] konyvben és a [10] cikkben, magyar nyelvid szakiroda-
lomban szinte sehol), és csak sziikebb korben ismerik. A szerz§ kozvetlen munkatarsai korében végzett mini kozvéle-
ménykutatas szerint lényegében teljesen ismeretlen, pedig az 6tlet figyelemre mélto és messzemenGen altalanosithato.
Folytassuk is ennek bemutatasat.



4. Egy altalanositas

Az el6z6 szakaszbeli gondolatmenet talan legkézenfekvsbb altalanositasa, ha R; és Ro ellenéllasok helyett (az
egyszeriiség kedvéért kis bettvel jelolt) a, b, ¢, d ellenallasokat tekintiink az 5. dbrdn lathatéo modon. Ekkor nyitott
kapcsol6 esetén az eredd ellenallas

Ruvitott _ 1 _ (a+d)(c+d)
e L4 L a4 btcetd’
a+b c+d
mig zart kapcsol6 mellett
1 1 ac bd
Rzért — . .
¢ §+%+%+§ atc bid

A monotonitasi elv alapjan RO > R2t yaovig

(a+b)(c+d) S _ac bd
a+b+c+d “a+c b+d

Az imént megsejtett egyenlStlenség egy matematikailag helyes bizonyitésa — a (3.2) azonossag mintajara — az alabbi
észrevételen mulik:
(a+b)(c+d) ac bd (ad — be)?

4.1 - - = .
(+1) a+b+c+d a+c b+d (a+b+c+d)(a+c)(b+d)

5. dbra. A (4.2) egyenlGtlenség halozata

4.1. feladat. Ellendrizziik a (4.1) azonossagot.

A (4.1) Osszefliggésbdl az egyenlSség kérdésére is azonnal valaszt kapunk, és rogtén meg is fogalmazhatjuk egy
allitas formajaban az eredményt.

4.2. allitas. Legyenek a, b, ¢, d nemnegativ valds szamok, amelyekre a +c > 0 és b+ d > 0. Ekkor

(a+b)(c+d) S _ac bd
at+b+c+d “a+c b+d

(4.2)

€s egyenldség csakis ad = be esetén dll fenn.

4.3. megjegyzés. Az egyenlGség ad = be feltételét — itt most lényeges, hogy a, b, ¢, d nem lehetnek kiilonbozé
elgjeliek — atfogalmazhatjuk gy is, hogy az (a,b) és (¢, d) sikbeli vektorok azonos iranyuak (beleértve azt az esetet is,
amikor valamelyik esetleg nullvektor). Valoban, ez utobbi 6sszefliggés azt jelenti, hogy van olyan A > 0 szém, amelyre
a = Ac és b= Ad. Ha A = 0, akkor (a,b) = (0,0), igy a két vektor azonos irany; ha pedig A > 0, akkor d = b/}, és
igy ad = (Ac) - (b/A) = be. Forditva, amennyiben ad = be # 0, akkor a/c = b/d = A > 0, hiszen ebben az esetben a, b,
¢, d pozitiv szdmok. Ha pedig ad = bc = 0, akkor a szimmetria miatt feltehetd, hogy a = 0, ekkor b = 0 vagy ¢ = 0;
az els6 esetben (a,b) = (0,0), mig a masodikban (a,b) = (0,b), (¢, d) = (0, d), mindkétszer a kérdéses vektorok azonos
irdnytak.

4.4. feladat. Mutassuk meg, hogy nemnegativ a,b, ¢, d szamok esetén az (a,b) és (¢, d) vektorok pontosan akkor
azonos iranydak, amikor az (a, ¢) és (b, d) vektorok azonos iranyuak.

Bevezetve a

2xy

(4.3) H(z,y) = Tty

jelolést az x, y nemnegativ és egyszerre nem nulla szdmok harmonikus kbzepére (a harmonikus kozép eredeti forméa-
jaban az z,y > 0 feltételezés lenne sziikséges), a (4.2) egyenlGtlenség 2-vel vald szorzés utan a kovetkezs, kénnyen
megjegyezhetd alakot 6lti:

(4.4) H(a+b,c+d)> H(a,c)+ H(b,d).

4.5. feladat. Vizsgaljuk meg, hogy a (4.4) egyenlGtlenség (vagy esetleg a forditott irdnya) igaz marad-e, ha
a harmonikus kozepet a szamtani (A(x,y)), mértani (G(z,y)) és négyzetes (Q(x,y)) kozepek valamelyikére cseréljiik,

ahol
T+ [22 4 42




A (4.2) egyenlstlenség akarmelyik alakjat is nézziik, azt gondolhatnank, hogy valdszintleg nem tartozik a ver-
senyfeladatokban leggyakrabban alkalmazott egyenlGtlenségek kozé. Ez azonban nem feltétleniil igaz, hiszen a (4.2)
egyenlGtlenség nemrég példaul a K6Mal-ban is felbukkant, méghozza a 2012. majusi szamban kitizott B. 4461. és
A. 563. jeld feladatok egyik megoldasaban kapott szerepet (lasd a nyomtatésban és az interneten kozolt [6] megol-
dasokat). Az emlitett feladatok cikkiink témakorén kiviil esnek, ezért most ezekre nem tériink ki. Annyit viszont még
mindenképpen megemlitiink, hogy a két feladat megoldasaban valojaban a (4.2) egyenl6tlenség alabbi altalanositasara
volt sziikség.

4.6. allitas. Legyenek a, b, ¢, d nemnegativ valds szamok, amelyekre a +c >0 és b+ d > 0, tovdabbd legyen p > 1

valds szam. Ekkor
(a+b+c+d)P *(a+b)(c+d) > (a+c)’ *ac+ (b+d)P >bd,

€s egyenldség csak abban az esetben dll fenn, ha p =1 és ad = be.
4.7. feladat. Igazoljuk a 4.6. allitast (a p = 1 eset ismeretében). (Segitség: (a + ¢)’ > = (a+¢)* "' /(a +¢).)

Térjiink vissza ezek utan az ellenallasokra és folytassuk a Rayleigh-féle monotonitési torvény alkalmazésainak sorat.

5. A Milne-egyenldtlenség

Egy tovabbi altalanositasi lehet&sége az 5. abran szerepld haldzatnak, ha két ellenéllas helyett n darabot kapcsolunk
sorosan, majd két ilyen rendszert paArhuzamosan kapcsolunk 6ssze a 6. dbrdn lathaté modon. Ekkor az 6sszes kapcsolot
nyitva hagyva, az egyes agakban az eredd ellendllas a; + ...+ a, és by + ... + by, igy az ered§ ellendllas

(a1+...+an)(b1+...+bn)

Rnyitott:
¢ a1 +...+an+b1+...+b,

6. dbra. Az (5.1) egyenldtlenség halozata

Zart kapcsolok mellett a halozat a 7. dbrdn lathatoval egyenértéki, ahol parhuzamosan kapcsolt a;, b; ellenallasokbol
allo komponensek vannak sorosan kapcsolva. Az egyes komponensek eredd ellenallasa a;b;/(a; + b;), ebbol kovetkezGen
az Osszes kapcsold zardsa utan a 6. dbra halézatanak ereds ellenallésa

zart aj bl anbn

C a1+b1+"'+an+bn'

Mivel a Rayleigh-féle monotonitési torvény szerint RO > R ezért a; +b; > 0 (i = 1,...,n) esetén varhatéan
igaz a kovetkez6 egyenlGtlenség:

(al—l—...—i—an)(bl—i—...—i—bn) > a1by anbn

5.1 i,
( ) ai+...+a,+b1+...+b, " a1 +b an + by,

amit masképpen (2-vel valod szorzas utén) gy is irhatunk, hogy
(5.2) H(ay+ ...+ ap,by1+...+0by) > H(a1,b1) + ...+ H(an,by).

Ez n = 2 esetén éppen a (4.2) egyenl6tlenség, ebbol pedig teljes indukcioval nem nehéz belatni az altalanos esetet.
Valéban, ha n-re igaz az (5.2) egyenlStlenség, akkor az @ = a1 + ... + an, b = apt1, ¢ = b1+ ... + by, d = byt
szereposztassal a (4.2) egyenl6tlenséghol azt kapjuk, hogy

H(ay+...+an+ani1,b1+ ...+ by +bpy1) >
>H(ar+ ...+ an,b1+ ...+ bn) + H(ans1,bn41),

ahol a jobb oldalon az indukcios feltevés alkalmazaséaval éppen (n + 1)-re adodik az (5.2) egyenl6tlenség.

ai a2 as an

oo Ho

7. dbra. A 6. abra halozata atrajzolva zart kapcsolok esetén




Az iménti indukcios gondolatmenet segitségével azt sem nehéz igazolni, hogy egyenlGség csakis akkor all fenn, ha
az (a1,...,an) és (b1,...,b,) vektorok azonos iranytak, amin azt értjiik, hogy létezik A\ > 0 szam, amellyel a; = \b;
minden ¢ = 1,...,n esetén. Valdéban, az egyenlGség feltétele n = 2 esetén a 4.3. megjegyzéshdl kovetkezik. Ha pedig
n-re mar tudjuk a feltételt, akkor az indukcios lépésbdl kiolvashato, hogy csak ugy lesz egyenlSség (n + 1)-re, ha
az indukcios feltevésben is egyenlGség all fenn, tehat az (aq,...,ay) és (b1,...,by,) vektorok azonos iranyuak, valamint
az is sziikséges, hogy az

((I, b) = (al + ...+ ap, an+1)
és
(C, d) = (bl + ...+ by, bn+1) = ()\(al + ...+ an), bn+1)

vektorok azonos iranyuak legyenek. Ebbdl sziikségképpen a1 = Aby,41 adodik, tehét az (a1, ..., ant+1) €8 (b1, ..., bpt1)
vektorok azonos irdnytak.

Ervényes tehat a kovetkezs allitas.

5.1. allitas. Legyenek a;, b; (i = 1,...,n) nemnegativ szaimok, amelyekre a; + b; > 0 minden i = 1,...,n esetén.
Ekkor
(a1+—|—an)(b1—|——|—bn) > a1b1 + anbn
a1+ ... +an+bi+...4+b, " a1 +b1 7 an+b,
és egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha az (a1,...,ay) és (b,...,by,) vektorok azonos irdnyiak.

Erdemes megjegyezniink, hogy az 5.1. allitas el6bbiekben bemutatott teljes indukciés bizonyitasa mellett az al-
taldnos esetben is mikodik az n = 2 esetén alkalmazott (4.1) azonossidgnak megfelel6 négyzetosszeggé valo alakitas
Otlete. Ennek tomor és atlathaté megfogalmazasihoz azonban célszertd bevezetniink egy — sokak szamara bizonyara
mér ismerds — jelolést.

5.2. jel6lés. Ha ay, ..., a, tetszbleges valds szamok, akkor
n
Zai ‘=a1+ax+ ...+ an,
i=1

amit ugy olvasunk, hogy ,szumma i = 1-t6l n-ig a;”. Hasznalni fogjuk még a
> o
1<i<j<n

tipusu jelolést is, amelyben — magétol értet6dGen — az 1 < i < j < n feltételt kielégitG Osszes i, j indexparra kell
Osszegezni.

A szummas jelolés segitségével az 5.1. allitas valojaban egy — kis odafigyeléssel és tiirelemmel — konnyen ellendriz-
het§ azonossagra vezethetd vissza, amelyet az alabbi feladatban fogalmazunk meg (a feladat megoldésa jo gyakorlasi
lehetdség a szummaés jelolésmod elsajatitasahoz).

5.3. feladat. Mutassuk meg, hogy

~ - - ~ ab; | (aibj — a;bi)’
(5e) (550 - (o) (Bte) - 2w

i=1 i=1 1<i<j<n

5.4. torténeti megjegyzés. Az 5.1. dllitasban szerepld egyenlGtlenséget az irodalomban szokas Milne-egyenlGtlenségnek
is hivni. Edward Arthur Milne (1896-1950) angol asztrofizikus és matematikus 1925-ben csillagaszati vizsgalodasai kap-
csan irta fel az egyenl6tlenség folytonos valtozatat integralok segitségével (lasd a [9] cikket), és a bizonyitas kozben
lényegében megfogalmazta az altalunk kimondott diszkrét valtozatot is. A Milne-egyenlGtlenség igazolasat feladatként
a neves kanadai, t6bbnyire nehezebb versenyfeladatok kittizésére specializalodott Crux Mathematicorum folyoirat is ki-
tizte 1996-ban. Egy évvel kés6bb harom kiilonb6z6 megoldast jelentettek meg, amelyek egyike éppen az 5.3. feladatban
szereplé azonossag (lasd [1]).

A szakasz zarasaként a nevezetes egyenlGtlenségekkel foglalkozo [4] konyvecske egy nehezebb feladatat idézziik,
amely a Milne-egyenlGtlenség fényében szinte nyilvanvalova egyszertisodik (ezért probaljuk tobbféleképpen is megol-
dani, és a konyv megoldasat is olvassuk el).

5.5. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha ay,...,a, pozitiv valés szdmok, akkor
1 1 1
1 1 1T 1 1 r =
Tt T T1a, o Tt -ta n
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