
�A matematika a �zika része. A �zika kísérleti tudomány, a természettudomány része. A matematika a �zikának

az a része, amelyben a kísérletek ol
sók.� E mondatokkal kezdte a matematika tanításáról szóló el®adását (lásd [3℄)

a 20. század egyik zseniális matematikusa, Vlagyimir Igorevi
s Arnold (1937�2010), aki a �zikai intuí
iót a matematikai

gondolkodás nélkülözhetetlen elemének tekintette (egyedi látásmódjáról bárki képet kaphat az idézett el®adásából,

illetve a magyarul középiskolai szakköri füzetként megjelent [2℄ könyve
skéjéb®l). Bár Arnold iménti kijelentése kissé

merésznek t¶nik, annyi mindenesetre bizonyos, hogy számos, tisztán matematikainak látszó eredmény mögött valójában

a józan ész számára teljesen világos és természetes �zikai elvek bújnak meg. Ezek a rejtett gondolatok gyakran roppant

váratlan helyeken bukkannak fel � a [7℄ könyv például egy egész sereg meglep® összefüggésre világít rá �, és gyönyör¶

megnyilvánulásai a két tudományterület egymáshoz való szoros köt®désének.

Jelen írásunk 
élja is éppen az, hogy egy szép és talán kevéssé ismert példáját mutassuk annak, ahogyan egysze-

r¶ �zikai meggondolások matematikai álruhát öltenek. Mindössze ellenállásokat kell megfelel® módon összekap
solni,

és rögtön nevezetes egyenl®tlenségekhez jutunk, mint például a számtani és harmonikus közepek közötti egyenl®t-

lenség, a Milne-egyenl®tlenség, amely egy KöMaL feladat megoldásában is szerephez jutott, valamint a Minkowski-

egyenl®tlenség egy spe
iális esete. Cikkünkben az említett egyenl®tlenségeket el®ször ellenállás-hálózatokbeli �zikai

megfontolások segítségével �bizonyítjuk�, majd matematikailag is igazoljuk, közben pedig a történeti hátterükr®l szin-

tén szót ejtünk. Mindvégig 
supán elemi eszközökre támaszkodunk, nagyrészt matematikára, az elején egy kis �zikával

f¶szerezve. Néhány eredményt feladat formájában fogalmazunk meg és t¶zünk ki, ezzel el®segítve a témában való

elmélyülést. Kezd®djön tehát a kaland.

1. Bemelegítés: dióhéjban az ered® ellenállásról

Miel®tt rátérnénk az egyenl®tlenségekre, elevenítsük fel, hogy mit tanulunk a �zikaórán ellenállások soros és párhu-

zamos kap
solása esetén az ered® ellenállásról. Aki úgy érzi, hogy mindenre emlékszik, vagy még frissek az ismeretei,

az (els® olvasáskor) nyugodtan ugorjon a következ® szakaszra.

Ha egy U feszültség¶ áramforrásra az R1, R2, . . . , Rn ellenállásokat sorosan kap
soljuk az 1. ábrán látható módon,

akkor mindegyik ellenálláson ugyanakkora I áram folyik keresztül, az áramforrás feszültsége azonban megoszlik az

ellenállásokon, méghozzá Kir
hho� huroktörvénye alapján

(1.1) U = U1 + U2 + . . .+ Un,

ahol Ui az i-edik ellenállásra es® feszültség. Mivel Ohm törvénye szerint Ui = Ri ·I és U = Re ·I, ahol Re jelöli az ered®

ellenállást, amellyel az n darab ellenállás helyettesíthet®, ezért az (1.1) összefüggés alapjánReI = R1I+R2I+. . .+RnI.
Következésképpen

(1.2) Re = R1 +R2 + . . .+Rn,

tehát soros kap
solás esetén az ered® ellenállás az egyes ellenállások összege.

1. ábra. Ellenállások soros kap
solása

2. ábra. Ellenállások párhuzamos kap
solása

Ezzel szemben, ha az R1, R2, . . . , Rn (nem nulla) ellenállásokat a 2. ábrának megfelel®en párhuzamosan kap
soljuk

az áramforrásra, akkor az egyes ellenállásokra ugyanakkora U feszültség esik, viszont különböz® nagyságú I1, I2, . . . , In
áramok folynak rajtuk keresztül, amelyek összege Kir
hho� 
somóponti törvénye szerint éppen az áramforráson átha-

ladó áram nagysága: I = I1 + I2 + . . .+ In. Ekkor ismét Ohm törvényét alkalmazva

U

Re

=
U

R1

+
U

R2

+ . . .+
U

Rn

,
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így

1

Re

=
1

R1

+
1

R2

+ . . .+
1

Rn

,

vagyis párhuzamos kap
solás esetén az ered® ellenállás re
iproka az egyes ellenállások re
iprokainak összegével egyezik

meg. Az ered® ellenállás tehát az egyes ellenállások re
iprokösszegének re
iproka, vagyis az R1, . . . , Rn pozitív számok

harmonikus közepének n-edrésze:

(1.3) Re =
1

1

R1

+ 1

R2

+ . . .+ 1

Rn

.

(A kés®bbiekben � többek között tipográ�ai és esztétikai okokból kifolyólag � néhol re
iprok helyett (−1)-edik hatványt
fogunk írni.)

1.1. történeti megjegyzés. Érdekességképpen megemlítjük, hogy Gustav Robert Kir
hho� (1824�1887) az egy-

kori poroszországi Königsberg (mai nevén Kalinyingrád) városában született, majd tanult, és 1845-ben egyetemistaként

fogalmazta meg a hurok- és 
somóponti törvényt. A város hídjait bejáró sétáról szól a középiskolások körében is bi-

zonyára jól ismert königsbergi hidak problémája, amelyet a sváj
i Leonhard Euler (1707�1783) oldott meg 1736-ban

� innen ered az Euler-séta elnevezés is �, és indította el ezzel a gráfelmélet fejl®dését.

2. Rayleigh monotonitási törvénye

Az el®z® szakaszban átismételt összefüggések mellett az ered® ellenállással kap
solatban szükségünk lesz még egy

észrevételre, amelyet gyakran Rayleigh monotonitási elveként vagy törvényeként emlegetnek � a változatosság kedvéért

mi is mindkét megnevezést használni fogjuk.

2.1. elv (Rayleigh monotonitási elve/törvénye). Ha ellenállások egy hálózatában valamelyik ellenállást növeljük,

akkor a hálózat ered® ellenállása nem 
sökkenhet; valamely ellenállást 
sökkentve pedig az ered® ellenállás nem növe-

kedhet.

2.2. történeti megjegyzés. Az elvet a kés®bb Nobel-díjjal kitüntetett angol �zikus, John William Strutt (1842�

1919), ismertebb nevén Lord Rayleigh 1871-ben hangtani vizsgálódásai során használta. Ennek segítségével adott

alsó és fels® be
slést különböz® elektromos vezet®k ellenállására. Rayleigh módszerére a kiváló skót �zikus, James

Clerk Maxwell (1831�1879) a Tanulmány az elektromosságról és mágnességr®l 
ím¶, 1873-ban megjelent � az azóta

a nevét visel® Maxwell-egyenletek els® alakját is tartalmazó � híres m¶vében is hivatkozik. Mindketten úgy fogalmazták

az elvet, hogy ha egy vezet® valamely részének ellenállását megváltoztatjuk, és a többi részt változatlanul hagyjuk,

akkor az egész vezet® ellenállása n®, ha a rész ellenállását növeltük, és 
sökken, ha 
sökkentettük (lásd Maxwell

[8℄ m¶vének 353�354. oldalait).

Rayleigh törvénye minden bizonnyal sokak számára nem igényel magyarázatot, szemléletesen teljesen világos vagy

legalábbis hihet®. Az mindenesetre biztos, hogy az 1. és 2. ábrák hálózatai esetében érvényes, hiszen könnyen látható,

hogy az ered® ellenállást megadó (1.2) és (1.3) kifejezések bármely Ri ellenállás növelésével növekednek.

Valószín¶leg sokkal látványosabb Rayleigh törvénye, ha áramkörök helyett például vízvezeték-hálózatra gondolunk,

amelyben egy szakasz lesz¶kítésével a rendszerben adott id®egység alatt átfolyó víz mennyisége nem növekedhet. Ennél

még meggy®z®bb lehet, ha eszünkbe jutnak a különböz® úthálózatokon kialakuló torlódások, amelyek egy-egy útszakasz

lesz¶kítése vagy lezárása következtében alakulnak ki. Aki az el®bbi szemléltet® példák ellenére továbbra is � és talán

nem alaptalanul � kételkedik, annak Maxwell véleményét ajánljuk a �gyelmébe (lásd Maxwell m¶vének korábban

idézett oldalait), amely szerint �Ez az elv magától értet®d®nek tekinthet® . . . �.

Természetesen matematikailag semmilyen szemlélet, intuí
ió vagy akár egy zseniális tudós kijelentése nem bizonyító

erej¶, de ez számunkra most nem is lényeges, hiszen a kés®bbiekben az elvet éppen az eredmények intuitív megsejtésére

szeretnénk használni, nem pedig bizonyításra (és emiatt remélhet®leg az is megbo
sájtható, ha ebben a �zikáról

szóló részben a szemléletesség érdekében néhol esetleg kevésbé egzaktul fogalmaztunk a kelleténél). Annyit azért

mindenképpen érdemes hozzáf¶znünk, hogy Rayleigh törvénye valójában levezethet® egy másik �zikai elvb®l, amely

szerint egy adott hálózaton átfolyó egységnyi áram az összes lehetséges áthaladó egységnyi áramok közül a minimális

energiaveszteséggel járó. Ezt az elvet szokás az ír �zikus, William Thomson (1824�1907), ismertebb nevén Lord Kelvin

nevéhez kötni. Mindezekr®l b®vebben olvashatunk az [5℄, [7℄ könyveknek a monotonitási elvr®l szóló fejezeteiben.

Végül megemlítjük, hogy a monotonitási törvény közlekedési hálózatokkal való illusztrá
iója egyáltalán nem légb®l

kapott, ugyanis az elektromos hálózatok és az úgynevezett véletlen bolyongások elmélete � amelyben egy elágazásban

a véletlen határozza meg a továbbhaladás irányát � szoros kap
solatban áll egymással (err®l b®vebben olvashatunk

a kiváló és nagyrészt középiskolások számára is érthet® [5℄ könyvben).

3. A számtani és harmonikus közép egyenl®tlensége
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Ennyi �zikai bevezet® után térjünk most rá a matematikára: milyen eredményeket nyerhetünk az elektromos ellen-

állásokra vonatkozó ismereteink segítségével? Meglep® módon a számtani és a harmonikus közép közötti egyenl®tlenség

egyszer¶en �kipottyan� Rayleigh monotonitási törvényéb®l.

3. ábra. Számtani és harmonikus közép elektromos hálózatokban

Tekintsük ugyanis a 3. ábrán látható kap
solási rajzokat: kétféle sorrendben sorosan kap
solt R1 és R2 ellenállásokat

párhuzamosan kap
soltunk, és a két ágat egy kap
solóval kötöttük össze, amely el®ször nyitott, aztán zárt állapot-

ban van. Számítsuk ki mindkét esetben a hálózat ered® ellenállását a kap
soló bels® ellenállását elhanyagolhatónak

feltételezve. Nyitott kap
soló esetén az egyes ágakban az ered® ellenállás R1 +R2, így a rendszer ered® ellenállása

Rnyitott

e =
1

1

R1+R2

+ 1

R1+R2

=
R1 +R2

2
.

Zárt kap
soló esetén az ellenállás-hálózat egyenérték¶ a 4. ábrán látható rendszerrel, amelyben sorba van kap
solva

két komponens, mindegyikben párhuzamosan kap
solt R1 és R2 ellenállásokkal. Ekkor mindkét komponens ered®

ellenállása

(

R−1

1 +R−1

2

)−1
, ezért a rendszer ered® ellenállása

Rzárt

e =
2

1

R1

+ 1

R2

.

És most jön a 
savar. Rayleigh monotonitási törvénye alapján a kap
soló zárásával a hálózat ellenállása nem növekedhet,

hiszen nyitott állapotban a kap
soló �végtelen ellenállású�, míg zárás után az ellenállása nulla � a közlekedési hálózatos

példával élve, a város egy eddig felújítás alatt álló útján megindulhat a forgalom. Ebb®l következ®en Rnyitott

e ≥ Rzárt

e ,

azaz

(3.1)

R1 +R2

2
≥ 2

1

R1

+ 1

R2

,

ami éppen az R1, R2 pozitív számok számtani és harmonikus közepei közötti egyenl®tlenség.

4. ábra. Zárt kap
soló esete átrajzolva

Ahogy korábban, most is hangsúlyozzuk, hogy az iménti érvelés nem bizonyítás, hanem inkább egy �zikai elv

látványos megjelenési formája (vagy akinek jobban tetszik, tekinthet a matematikai eredményre úgy, mint az elv egy

spe
iális esetének bizonyítására). Természetesen a (3.1) egyenl®tlenség jól ismert, és egy korrekt igazolását nyerjük

az alábbi egyszer¶en ellen®rizhet® azonosság segítségével, amelyb®l az egyenl®ség feltétele, nevezetesen R1 = R2 is

azonnal következik:

(3.2)

R1 +R2

2
− 2

1

R1

+ 1

R2

=
(R1 −R2)

2

2(R1 +R2)
.

Jegyezzük meg azt is, hogy a (3.1) egyenl®tlenség pozitív számokra egyenérték¶ a számtani és mértani közepek egyen-

l®tlenségével, hiszen mindkét oldalnak az (R1 +R2)/2 kifejezéssel való szorzása után az

(R1 +R2)
2

4
≥ R1R2

alakot ölti, ahol az egyes oldalakon éppen a megfelel® közepek négyzete áll.

Da
ára annak, hogy a számtani és harmonikus közepek közötti egyenl®tlenség el®bbi �bizonyítása� igen meglep®

és szellemes, mégsem terjedt el igazán a matematikai köztudatban. Bár a gondolatmenet általánosítása már 1960-ban

megjelent (a történeti hátteret lásd részletesen a 7.11. megjegyzésben), mégis viszonylag kevés olyan helyen tesznek

említést róla, amely széles olvasóközönségnek szól (angolul a [7℄ könyvben és a [10℄ 
ikkben, magyar nyelv¶ szakiroda-

lomban szinte sehol), és 
sak sz¶kebb körben ismerik. A szerz® közvetlen munkatársai körében végzett mini közvéle-

ménykutatás szerint lényegében teljesen ismeretlen, pedig az ötlet �gyelemre méltó és messzemen®en általánosítható.

Folytassuk is ennek bemutatását.
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4. Egy általánosítás

Az el®z® szakaszbeli gondolatmenet talán legkézenfekv®bb általánosítása, ha R1 és R2 ellenállások helyett (az

egyszer¶ség kedvéért kis bet¶vel jelölt) a, b, c, d ellenállásokat tekintünk az 5. ábrán látható módon. Ekkor nyitott

kap
soló esetén az ered® ellenállás

Rnyitott

e =
1

1

a+b
+ 1

c+d

=
(a+ b)(c+ d)

a+ b+ c+ d
,

míg zárt kap
soló mellett

Rzárt

e =
1

1

a
+ 1

c

+
1

1

b
+ 1

d

=
ac

a+ c
+

bd

b+ d
.

A monotonitási elv alapján Rnyitott

e ≥ Rzárt

e , vagyis

(a+ b)(c+ d)

a+ b+ c+ d
≥ ac

a+ c
+

bd

b+ d
.

Az imént megsejtett egyenl®tlenség egy matematikailag helyes bizonyítása � a (3.2) azonosság mintájára � az alábbi

észrevételen múlik:

(4.1)

(a+ b)(c+ d)

a+ b+ c+ d
− ac

a+ c
− bd

b+ d
=

(ad− bc)2

(a+ b+ c+ d)(a+ c)(b + d)
.

5. ábra. A (4.2) egyenl®tlenség hálózata

4.1. feladat. Ellen®rizzük a (4.1) azonosságot.

A (4.1) összefüggésb®l az egyenl®ség kérdésére is azonnal választ kapunk, és rögtön meg is fogalmazhatjuk egy

állítás formájában az eredményt.

4.2. állítás. Legyenek a, b, c, d nemnegatív valós számok, amelyekre a+ c > 0 és b+ d > 0. Ekkor

(4.2)

(a+ b)(c+ d)

a+ b+ c+ d
≥ ac

a+ c
+

bd

b+ d
,

és egyenl®ség 
sakis ad = bc esetén áll fenn.

4.3. megjegyzés. Az egyenl®ség ad = bc feltételét � itt most lényeges, hogy a, b, c, d nem lehetnek különböz®

el®jel¶ek � átfogalmazhatjuk úgy is, hogy az (a, b) és (c, d) síkbeli vektorok azonos irányúak (beleértve azt az esetet is,
amikor valamelyik esetleg nullvektor). Valóban, ez utóbbi összefüggés azt jelenti, hogy van olyan λ ≥ 0 szám, amelyre

a = λc és b = λd. Ha λ = 0, akkor (a, b) = (0, 0), így a két vektor azonos irányú; ha pedig λ > 0, akkor d = b/λ, és
így ad = (λc) · (b/λ) = bc. Fordítva, amennyiben ad = bc 6= 0, akkor a/c = b/d = λ > 0, hiszen ebben az esetben a, b,
c, d pozitív számok. Ha pedig ad = bc = 0, akkor a szimmetria miatt feltehet®, hogy a = 0, ekkor b = 0 vagy c = 0;
az els® esetben (a, b) = (0, 0), míg a másodikban (a, b) = (0, b), (c, d) = (0, d), mindkétszer a kérdéses vektorok azonos

irányúak.

4.4. feladat. Mutassuk meg, hogy nemnegatív a, b, c, d számok esetén az (a, b) és (c, d) vektorok pontosan akkor

azonos irányúak, amikor az (a, c) és (b, d) vektorok azonos irányúak.

Bevezetve a

(4.3) H(x, y) =
2xy

x+ y

jelölést az x, y nemnegatív és egyszerre nem nulla számok harmonikus közepére (a harmonikus közép eredeti formá-

jában az x, y > 0 feltételezés lenne szükséges), a (4.2) egyenl®tlenség 2-vel való szorzás után a következ®, könnyen

megjegyezhet® alakot ölti:

(4.4) H(a+ b, c+ d) ≥ H(a, c) +H(b, d).

4.5. feladat. Vizsgáljuk meg, hogy a (4.4) egyenl®tlenség (vagy esetleg a fordított iránya) igaz marad-e, ha

a harmonikus közepet a számtani (A(x, y)), mértani (G(x, y)) és négyzetes (Q(x, y)) közepek valamelyikére 
seréljük,

ahol

A(x, y) =
x+ y

2
, G(x, y) =

√
xy, Q(x, y) =

√

x2 + y2

2
.
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A (4.2) egyenl®tlenség akármelyik alakját is nézzük, azt gondolhatnánk, hogy valószín¶leg nem tartozik a ver-

senyfeladatokban leggyakrabban alkalmazott egyenl®tlenségek közé. Ez azonban nem feltétlenül igaz, hiszen a (4.2)

egyenl®tlenség nemrég például a KöMaL-ban is felbukkant, méghozzá a 2012. májusi számban kit¶zött B. 4461. és

A. 563. jel¶ feladatok egyik megoldásában kapott szerepet (lásd a nyomtatásban és az interneten közölt [6℄ megol-

dásokat). Az említett feladatok 
ikkünk témakörén kívül esnek, ezért most ezekre nem térünk ki. Annyit viszont még

mindenképpen megemlítünk, hogy a két feladat megoldásában valójában a (4.2) egyenl®tlenség alábbi általánosítására

volt szükség.

4.6. állítás. Legyenek a, b, c, d nemnegatív valós számok, amelyekre a+ c > 0 és b + d > 0, továbbá legyen p ≥ 1
valós szám. Ekkor

(a+ b+ c+ d)
p−2

(a+ b)(c+ d) ≥ (a+ c)
p−2

ac+ (b + d)
p−2

bd,

és egyenl®ség 
sak abban az esetben áll fenn, ha p = 1 és ad = bc.

4.7. feladat. Igazoljuk a 4.6. állítást (a p = 1 eset ismeretében). (Segítség: (a+ c)
p−2

= (a+ c)
p−1

/(a+ c).)

Térjünk vissza ezek után az ellenállásokra és folytassuk a Rayleigh-féle monotonitási törvény alkalmazásainak sorát.

5. A Milne-egyenl®tlenség

Egy további általánosítási lehet®sége az 5. ábrán szerepl® hálózatnak, ha két ellenállás helyett n darabot kap
solunk

sorosan, majd két ilyen rendszert párhuzamosan kap
solunk össze a 6. ábrán látható módon. Ekkor az összes kap
solót

nyitva hagyva, az egyes ágakban az ered® ellenállás a1 + . . .+ an és b1 + . . .+ bn, így az ered® ellenállás

Rnyitott

e =
(a1 + . . .+ an)(b1 + . . .+ bn)

a1 + . . .+ an + b1 + . . .+ bn
.

6. ábra. Az (5.1) egyenl®tlenség hálózata

Zárt kap
solók mellett a hálózat a 7. ábrán láthatóval egyenérték¶, ahol párhuzamosan kap
solt ai, bi ellenállásokból
álló komponensek vannak sorosan kap
solva. Az egyes komponensek ered® ellenállása aibi/(ai+ bi), ebb®l következ®en
az összes kap
soló zárása után a 6. ábra hálózatának ered® ellenállása

Rzárt

e =
a1b1

a1 + b1
+ . . .+

anbn
an + bn

.

Mivel a Rayleigh-féle monotonitási törvény szerint Rnyitott

e ≥ Rzárt

e , ezért ai + bi > 0 (i = 1, . . . , n) esetén várhatóan

igaz a következ® egyenl®tlenség:

(5.1)

(a1 + . . .+ an)(b1 + . . .+ bn)

a1 + . . .+ an + b1 + . . .+ bn
≥ a1b1

a1 + b1
+ . . .+

anbn
an + bn

,

amit másképpen (2-vel való szorzás után) úgy is írhatunk, hogy

(5.2) H(a1 + . . .+ an, b1 + . . .+ bn) ≥ H(a1, b1) + . . .+H(an, bn).

Ez n = 2 esetén éppen a (4.2) egyenl®tlenség, ebb®l pedig teljes induk
ióval nem nehéz belátni az általános esetet.

Valóban, ha n-re igaz az (5.2) egyenl®tlenség, akkor az a = a1 + . . . + an, b = an+1, c = b1 + . . . + bn, d = bn+1

szereposztással a (4.2) egyenl®tlenségb®l azt kapjuk, hogy

H(a1 + . . .+ an + an+1, b1 + . . .+ bn + bn+1) ≥
≥ H(a1 + . . .+ an, b1 + . . .+ bn) +H(an+1, bn+1),

ahol a jobb oldalon az induk
iós feltevés alkalmazásával éppen (n+ 1)-re adódik az (5.2) egyenl®tlenség.

7. ábra. A 6. ábra hálózata átrajzolva zárt kap
solók esetén
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Az iménti induk
iós gondolatmenet segítségével azt sem nehéz igazolni, hogy egyenl®ség 
sakis akkor áll fenn, ha

az (a1, . . . , an) és (b1, . . . , bn) vektorok azonos irányúak, amin azt értjük, hogy létezik λ ≥ 0 szám, amellyel ai = λbi
minden i = 1, . . . , n esetén. Valóban, az egyenl®ség feltétele n = 2 esetén a 4.3. megjegyzésb®l következik. Ha pedig

n-re már tudjuk a feltételt, akkor az induk
iós lépésb®l kiolvasható, hogy 
sak úgy lesz egyenl®ség (n + 1)-re, ha
az induk
iós feltevésben is egyenl®ség áll fenn, tehát az (a1, . . . , an) és (b1, . . . , bn) vektorok azonos irányúak, valamint

az is szükséges, hogy az

(a, b) = (a1 + . . .+ an, an+1)

és

(c, d) = (b1 + . . .+ bn, bn+1) =
(

λ(a1 + . . .+ an), bn+1

)

vektorok azonos irányúak legyenek. Ebb®l szükségképpen an+1 = λbn+1 adódik, tehát az (a1, . . . , an+1) és (b1, . . . , bn+1)
vektorok azonos irányúak.

Érvényes tehát a következ® állítás.

5.1. állítás. Legyenek ai, bi (i = 1, . . . , n) nemnegatív számok, amelyekre ai + bi > 0 minden i = 1, . . . , n esetén.

Ekkor

(a1 + . . .+ an)(b1 + . . .+ bn)

a1 + . . .+ an + b1 + . . .+ bn
≥ a1b1

a1 + b1
+ . . .+

anbn
an + bn

,

és egyenl®ség pontosan akkor áll fenn, ha az (a1, . . . , an) és (b1, . . . , bn) vektorok azonos irányúak.

Érdemes megjegyeznünk, hogy az 5.1. állítás el®bbiekben bemutatott teljes induk
iós bizonyítása mellett az ál-

talános esetben is m¶ködik az n = 2 esetén alkalmazott (4.1) azonosságnak megfelel® négyzetösszeggé való alakítás

ötlete. Ennek tömör és átlátható megfogalmazásához azonban 
élszer¶ bevezetnünk egy � sokak számára bizonyára

már ismer®s � jelölést.

5.2. jelölés. Ha a1, . . . , an tetsz®leges valós számok, akkor

n
∑

i=1

ai := a1 + a2 + . . .+ an,

amit úgy olvasunk, hogy �szumma i = 1-t®l n-ig ai�. Használni fogjuk még a

∑

1≤i<j≤n

aij

típusú jelölést is, amelyben � magától értet®d®en � az 1 ≤ i < j ≤ n feltételt kielégít® összes i, j indexpárra kell

összegezni.

A szummás jelölés segítségével az 5.1. állítás valójában egy � kis oda�gyeléssel és türelemmel � könnyen ellen®riz-

het® azonosságra vezethet® vissza, amelyet az alábbi feladatban fogalmazunk meg (a feladat megoldása jó gyakorlási

lehet®ség a szummás jelölésmód elsajátításához).

5.3. feladat. Mutassuk meg, hogy

(

n
∑

i=1

ai

)(

n
∑

i=1

bi

)

−
(

n
∑

i=1

(ai + bi)

)(

n
∑

i=1

aibi
ai + bi

)

=
∑

1≤i<j≤n

(aibj − ajbi)
2

(ai + bi)(aj + bj)
.

5.4. történeti megjegyzés.Az 5.1. állításban szerepl® egyenl®tlenséget az irodalomban szokásMilne-egyenl®tlenségnek

is hívni. Edward Arthur Milne (1896�1950) angol asztro�zikus és matematikus 1925-ben 
sillagászati vizsgálódásai kap-


sán írta fel az egyenl®tlenség folytonos változatát integrálok segítségével (lásd a [9℄ 
ikket), és a bizonyítás közben

lényegében megfogalmazta az általunk kimondott diszkrét változatot is. A Milne-egyenl®tlenség igazolását feladatként

a neves kanadai, többnyire nehezebb versenyfeladatok kit¶zésére spe
ializálódott Crux Mathemati
orum folyóirat is ki-

t¶zte 1996-ban. Egy évvel kés®bb három különböz® megoldást jelentettek meg, amelyek egyike éppen az 5.3. feladatban

szerepl® azonosság (lásd [1℄).

A szakasz zárásaként a nevezetes egyenl®tlenségekkel foglalkozó [4℄ könyve
ske egy nehezebb feladatát idézzük,

amely a Milne-egyenl®tlenség fényében szinte nyilvánvalóvá egyszer¶södik (ezért próbáljuk többféleképpen is megol-

dani, és a könyv megoldását is olvassuk el).

5.5. feladat. Bizonyítsuk be, hogy ha a1, . . . , an pozitív valós számok, akkor

1
1

1+a1

+ 1

1+a2

+ . . .+ 1

1+an

− 1
1

a1

+ 1

a2

+ . . .+ 1

an

≥ 1

n
.
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